
 

 

概率论与数理统计作业习题解答（浙大第四版） 

 

 

第一章第一章第一章第一章  概率的基本概念概率的基本概念概率的基本概念概率的基本概念 

习题解析习题解析习题解析习题解析  

第第第第 1111、、、、2222 题题题题    随机试验随机试验随机试验随机试验、、、、样本空间样本空间样本空间样本空间、、、、随机事件随机事件随机事件随机事件    

------------------------------------------------------------------------------- 

1．写出下列随机试验的样本空间： 

（1）记录一个小班一次数学考试的平均分数（设以百分制记分）。 

（2）生产产品直到有 10 件正品为止，记录生产产品的总件数。 

（3）对某工厂出厂的产品进行检查，合格的记上“正品”，不合格的记上“次品”，如连续

查出 2 个次品就停止检查，或检查 4 个产品就停止检查，记录检查的结果。 

（4）在单位圆内任意取一点，记录它的坐标。 

 

解解解解  （1）高该小班有 n 个人，每个人数学考试的分数的可能取值为 0，1，2，…，100，n

个人分数这和的可能取值为 0，1，2，…，100n，平均分数的可能取值为
0 1 100

, ,..., ,
n

n

n n
则

样本空间为 

                        S= 0,1,2, ,100
k

k n
n

 = 
 

⋯  

（2）样本空间 S={10，11，…}，S 中含有可数无限多个样本点。 

（3）设 1 表示正品，0 有示次品，则样本空间为 

        S={（0，0），（1，0，0），（0，1，0，0），（0，1，0，1），（0，1，1，0），（1，1，

0，0），（1，0，1，0），（1，0，1，1），（0，1，1，1），（1，1，0，1），（1，1，

1，0），（1，1，1，1）} 

例如（1，1，0，0）表示第一次与第二次检查到正品，而第三次与第四次检查到次品。 

（4）设任取一点的坐标为（x，y），则样本空间为 

                        S={ }2 2( , ) 1x y x y+ ≤  

------------------------------------------------------------------------------- 

2．设 A，B，C 为三个事件，用 A，B，C 的运算关系表示下列事件。 

（1）A 发生，B 与 C 不发生； 

（2）A 与 B 都发生，而 C 不发生； 

（3）A，B，C 中至少有一个发生； 

（4）A，B，C 都发生； 

（5）A，B，C 都不发生； 

（6）A，B，C 中不多于一个发生； 

（7）A，B，C 中不多于两个发生； 

（8）A，B，C 中至少有两个发生。 

 

解解解解   此题关键词：“与，”“而”，“都”表示事件的“交”；“至少”表示事件的“并”；“不多

于”表示“交”和“并”的联合运算。 

（1） ABC 。 



 

 

（2）ABC 或 AB—C。 

（3）A∪ B∪ C。 

（4）ABC。 

（5） ABC 。 

（ 6 ） A ， B ， C 中 不 多 于 一 个 发 生 为 仅 有 一 个 发 生 或 都 不 发 生 ， 即

A BC ∪ ABC ∪ ABC ∪ ABC ，A，B，C 中不多于一个发生，也表明 , ,A B C 中至少有两

个发生，即 AB BC AC ABC∪ ∪ ∪ 。 

（7）A，B，C 中不多于两个发生，为仅有两个发生或仅有一个发生，或都不发生，即表示

为 

     ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪  

而 ABC 表示三个事件都发生，其对立事件为不多于两个事件发生，因此又可以表示为

ABC = A B C∪ ∪ 。 

（8）A，B，C 中至少有两个发生为 A，B，C 中仅有两个发生或都发生，即为 

                     ABC ABC ABC ABC∪ ∪ ∪  

也可以表示为 AB∪ BC∪ AC。 

 

 

第第第第 3333....（（（（1111）、）、）、）、6666、、、、8888、、、、9999、、、、10101010 题题题题        概率的定义概率的定义概率的定义概率的定义、、、、概率的性质概率的性质概率的性质概率的性质、、、、古典概型古典概型古典概型古典概型    

------------------------------------------------------------------------------- 

3．（1）设 A，B，C 是三件，且
1 1

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) 0, ( ) ,
4 8

P A P B P C P AB P BC P AC= = = = = =

求 A，B，C 至少有一个生的概率。 

 

解解解解   利用概率的加法公式 

3 1 5
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 8 8
P A B C P A P A P C P AB P BC P AC P ABC= + + − − − + = − =∪ ∪  

其中由 ( ) ( ) 0,P AB P BC= = 而 ABC AB⊂ 得 ( ) 0P ABC = 。 

------------------------------------------------------------------------------- 

6．在房间里有 10 个人，分别佩戴从 1 号到 10 号的纪念章，任选 3 人记录其纪念章的号码。

求 

（1）最小号码为 5的概率； 

（2）最大号码为 5的概率。 

 

解解解解            利用组合法计数基本事件数。从 10 人中任取 3 人组合数为
3
10C ，即样本空间

S={ }3
10 120C = 个基本事件 。 



 

 

（1）令事件 A={最小号码为 5}。最小号码为 5，意味着其余号码是从 6，7，8，9，10 的 5

个号码中取出的，有
2
5C 种取法，故 A={ }2

5 10C = 个基本事件 ，所求概率为 

2
5
3
10

5!
10 12!3!( )

10! 120 12
3!7!

C
P A

C
= = = =  

（2）令事件 B={最大号码为 5}，最大号码为 5，其余两个号码是从 1，2，3，4 的 4 个号码

中取出的，有
2
4C 种取法，即 B={ }2

4C 个基本事件 ，则 

2
4
3
10

4!
6 12!2!( )

10! 120 20
3!7!

C
P B

C
= = = =  

------------------------------------------------------------------------------- 

8．在 1 500 个产品中有 400 个次品，1 100 个正品。从中任取 200 个。求 

（1）恰有 90 个次品的概率； 

（2）至少有 2 个次品的概率。 

 

解解解解   （1）利用组合法计数基本事件数。令事件 A={恰有 90 个次品}，则 

                              
90 110
400 1100

200
1500

( )
C C

P A
C

=  

（2）利用概率的性质。令事件 B={至少有 2 个次品}， Aι = {恰有 i 个次品}，则 

            2 3 200 ,B A A A AiAi i j= = ∅( ≠ )∪ ∪  

所求概率为 

            
200

2 3 200
2

( ) ( , ( )i
i

P B P A A A P A
=

= =∑∪ ∪⋯∪ ）  

显然，这种解法太麻烦，用对立事件求解就很简单。令事件B ={恰有 0 个次品或恰有

1 个次品}，即 0 1B A A= ∪ ，而 

      
200 1 199

1100 400 1100
0 1 0 1 200 200

1500 1500

( ) ( ) ( ) ( )
C C C

P B P A A P A P A
C C

= = + = +∪  

故 

             
200 1 199
1100 400 1100
200 200
1500 1500

( ) 1 ( ) 1
C C C

P B P B
C C

= − = − −  

------------------------------------------------------------------------------- 

9．从 5 双不同的鞋子中任取 4 只，问这 4 只鞋子中至少有两只鞋子配成一双的概率是多少？ 



 

 

 

解解解解   令事件 A={4 只鞋子中至少有两只鞋子配成一双}。用 3 种方法求 P（A）。 

①A 的对立事件 A ={4 只鞋子中至少有两只鞋子配成一双}，从 5 又鞋中任取 4 只，即

从 10 只鞋中任取 4 只，所有可能组合数为
4

10C ，样本空间 S={ 4
10C 个基本事件}，现考虑有

利于 A的基本事件数。从 5 双鞋中任取 4 双，再从每双中任取一只，有
4 4
5 2C 种取法，即

A ={ 4 4
5 2C 个基本事件}，则 

    
4 4 4
5

4
10

2 5 2 13
( ) 1 ( ) 1 1

210 21

C
P A P A

C

×= − = − = − =  

②4 只鞋是不放回的一只接一只的取出，所有可能的排列数为
4

10A ，即样本空间 S={ 4
10A

个基本事件}。现考虑有利于 A的基本事件，从 10 只鞋中任取一只，与它配成双的一只不

取，从其余 8 只鞋中任取一只，与它配成双的一只不取，依此类推，则 A ={10×8×6×4

个基本事件}。于是 

      
4

10

10 8 6 4 10 8 6 4 8 13
( ) 1 ( ) 1 1 1

10 9 8 7 21 21
P A P A

A

× × × × × ×= − = − = − = − =
× × ×

  

③利用组合法计数基本事件数。考虑有利于事件 A 的基本事件数，任取的 4 只鞋配成

一双的取法有
1 2 2 2
5 2 4 2C C C 种，能配成两双的取法有

2 2
5 2C C 种，于是 A={（ 1 2 2 2

5 2 4 2C C C + 2 2
5 2C C ）

个基本事件}，则 

1 2 2 2 2 2
5 2 4 5 2

4
10

2 130 13
( )

210 21

C C C C C
P A

C

+= = =  

此题的第 1 种方法和第 2 种方法是利用概率性质： 

                           ( )P A + ( )P A =1 

首先求 ( )P A ，然后求 ( )P A 。第 3 种方法是直接求 ( )P A 。读者还可以用更多方法求

( )P A 。 

------------------------------------------------------------------------------- 

10．在 11 张卡片上分别写上 Probability 这 11 个字母，从中任意连抽 7 张，求其排列结果为

ability 的概率。 

 

解解解解  令事件 A={排列结果为 ability}，利用排列法计数基本事件数。不放回的从中一次抽 1

张的连抽 7 张，要排成单词，因此用排列法。样本空间={ 7
11A 个基本事件}。排列结果



 

 

为 ability，实际收入字母 b 的卡片有两张，写字母 i 的卡片有两张，取 b 有
1
2C 种取法，

取 i 有 1
2C 种取法，其余字母都只有 1 种取法，故

1 1
2 2{ }A C C= 个基本事件 ，于是 

1 1
2 2

7
11

4
( ) 0 0000024

11 10 9 8 7 6 5

C C
P A

A
= = = ⋅

× × × × × ×
 

这是个小概率事件。 

 

 

第第第第 11114.4.4.4.（（（（2222）、）、）、）、11115555、、、、19191919、、、、18181818 题题题题            条件概率条件概率条件概率条件概率、、、、概率的加法公式和乘法公式概率的加法公式和乘法公式概率的加法公式和乘法公式概率的加法公式和乘法公式 

------------------------------------------------------------------------------- 

14．（2）已知
1 1 1

( ) ( ) , ( ) , ( )
4 3 2

P A P B A P A B P A B= = = ∪， 求 。 

 

解解解解   利用概率加法公式和概率乘法公式。 

                      ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB= + −∪  

 解此题的关键是求 ( ) ( )P B P AB和 。由概率乘法公式，得 

      
1 1 1

( ) ( ) ( )
4 3 12

P AB P A P B A= = × =  

又 ( ) ( ) ( )P AB P B P A B= ，解得 

       
1( ) 112( )
1( ) 6

2

P AB
P B

P A B
= = =  

于是所求概率为  

        
1 1 1 1

( )
4 6 12 3

P A B = + − =∪  

    此题的关键是利用 ( ) ( ) ( ) ( )P A P B A P B P A B= ，求出 ( )P AB 和 ( )P B ，再求

( )P A B∪ 就迎刃而解了。 

------------------------------------------------------------------------------- 

15．掷两颗骰子，已知两颗骰子点数和为 7，求其中有一颗为 1 点的概率（用两种方法）。 

 

解解解解   令事件 A={两颗骰子点数之和为 7}，B={有一颗为 1 点}。此题是求条件概率 ( )P B A 。

两种方法如下： 

     ①考虑整个样本空间。随机试验：掷两颗骰子，每颗骰子可能出现的点数都是 6 个，

即样本空间 S={ 26 个基本事件}。事件 AB={两颗骰子点数之间和为 7，且有一颗为 1 点}，

两颗骰子点数之和为 7 的可能结果为 6 个，即 



 

 

     A={（1，6），（2，5），（3，4），（6，1），（5，2），（4，3）} 

而 AB= {（1，6），（6，1）}。由条件概率公式，得 

2( ) 2 136( )
6( ) 6 3

36

P AB
P B A

P A
= = = =  

②已知事件 A 发生后，将 A 作为样本空间，其中有两个结果（1，6）和（6，1）只有

一颗骰子出现 1 点，则在缩减的样本空间中求事件 B 发生的条件概率为 

 
2 1

( )
6 3

P B A = =  

------------------------------------------------------------------------------- 

18．某人忘记了电话号码的最后一个数，因而他随意地拨号。求他拨号不超过三次而接通所

需电话的概率。若已知最后一个数字是奇数，那么此概率是多少？ 

 

解解解解   利用概率性质(有限可加性)和概率乘法公式。 

      令事件 Ai = {第 i 次拨通电话}，“到第 i 次拨通电话”这个事件为 1 2 1i iA A A A−⋯ （i=1，

2，3）。事件 B={不超过三次而拨通电话}，则 

                  B= 1 1 2 1 2 3A A A A A A∪ ∪  

该事件表示第一次拨通电话，或者第一次未拨通，第二拨通电话（到第二次拨通电话），或

者第一、二次未拨通，第三次拨通电话（到第三次拨通电话）。右端是互不相容事件的并事

件，所以用有限可加性计算，得 

         

1 1 2 1 2 3

1 1 2 1 2 3

1 1 2 1 1 2 1 3 1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 9 1 9 8 1 3

10 10 9 10 9 8 10

P B P A A A A A A

P A P A A P A A A

P A P A P A A P A P A A P A A A

=

= + +

= + +

= + × + × × =

∪ ∪

 

拨号是从 0，1，2，…，9的 10 个数字中任取一个，有 10种取法，第一次拨通的概率是
1

10
；

第一次未拨通的概率为
9

10
，第二次拨号时，是从其余 9 个数字中任取一个，所以拨通的概

率为
1

9
，到第二次拨通的概率为

9 1 1

10 9 10
× = ，依此类推，到第 n 次拨通电话的概率都是

1

10
，

与顺序无关。 

     已知最后一个数字是奇数时，令事件 C={拨号不超过三次而接通电话}。拨号是从 1，

3，5，7，9 的五个数字中任取一个，有 5 种取法，第一次拨通的概率为
1

5
，到第二次拨通

的概率为
4 1 1

5 4 5
× = ，到第三次拨通的概率为

4 3 1 1

5 4 3 5
× × = ，与上述分析方法和用的概率公

式相同，所以 

 

 

1 4 1 4 3 1 3
( )

5 5 4 5 4 3 5
P C = + × + × × =



 

 

 

 

第第第第 21212121、、、、22222222、、、、35353535、、、、38383838 题题题题            全概率公式全概率公式全概率公式全概率公式、、、、贝叶斯公式贝叶斯公式贝叶斯公式贝叶斯公式、、、、事件的独立性事件的独立性事件的独立性事件的独立性    

------------------------------------------------------------------------------- 

21．已知男人中有 0
05 是色盲患者，女人中有 0

00.25 是色盲患者。今从男女人数相等的人

群中随机地挑选一人，恰好是色盲患者，问此人是男性的概率是多少？ 

 

解解解解   令事件 A={随机地选一人是女性}，对立事件 A ={随机地选一人是男性}。因为人群中

男女人数相等，所以
1

( ) ( )
2

P A P A= = ，且 A， A是样本空间的一个划分。事件 C={随机

地挑选一人恰好是色盲}。已知 

0.25 5
( ) , ( )

100 100
P C A P C A= =  

由全概率公式，得 

     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 0.25 1 5
0.02625

2 100 2 100

P C P A P C A P A P C A= +

= × + × =
 

由贝叶斯公式，得 

     

1 5
( ) ( )( ) 2 100( ) 0.9524

( ) ( ) 0.02625

P A P C AP AC
P A C

P C P C

×
= = = =  

------------------------------------------------------------------------------- 

22．一学生接连参加同一课程的两次考试。第一次及格的概率为 P，若第一次及格则第二次

及格的概率也为 P；若第一次不及格则第二次及格的概率为 2
p 。（1）若至少有一次及格则

他能取得某种资格，求他取得该资格的概率。（2）若已知他第二次已经及格，求他第一次及

格的概率。 

解解解解   令事件 Ai={一学生第 i 次考试及格}（i=1，2），已知 

     1 1 2 1 2 1( ) , ( ) 1 , ( ) ( )
2

P
P A P P A P P A A P A A= = − =  

（1）由概率加法公式，得 

     
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

P A A P A P A P A A

P A P A P A P A A

= + −
= + −

∪
 

利用对立事件求概率 



 

 

     

1 21 2 1 2

1 2 1

1 12

2

( ) 1 ( ) 1 ( )

1 ( ) ( )

1 ( )[1 ( )]

3 1
1 (1 )(1 )

2 2 2

P A A P A A P A A

P A P A A

P A P A A

P
P P P

= − = −
= −

= − −

= − − − = −

∪ ∪

 

显然用后者求解简单。 

（2）利用条件概率公式。 

        

1 2 11 2
2 1

2 2

2

2

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

2
(1 ) 1

2

P A P A AP A A
P A A

P A P A

P P

P P P P

= =

= =
+ − +

 

------------------------------------------------------------------------------- 

35．如果一危险情况 C 发生时，一电路闭合并发出警报，我们可以借用两个或多个开关并联

以改善可靠性，在 C发生时这些开关每一个都应闭合，且若至少一个开关闭合了，警报就发

出。如果两个这样的开关联联接，它们每个具有 0.96 的可靠性（即在情况 C 发生时闭合的

概率），问这时系统的可靠性（即电路闭合的概率），是多少？如果需要有一个可靠性至少为

0.9999 的系统,则至少需要用多少只开关并联?设各开关闭合与否是相互独立的。 

 

解解解解   利用事件的独立性。 

   ①令事件 iA ={第 i 只开关闭合}。已知 1 2( ) ( ) 0.96P A P A= = 。令事件 B={电路闭合}。

两只开关并联联接，则 1 2B A A= ∪ ，即至少有一只开关闭合，电路就闭合。而 1 2A A与 相互

独立，所以电路闭合的概率为 

     

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0.96 0.96 (0.96) 0.9984

P B P A A P A P A P A A

P A P A P A P A

= = + −
= + −

= + − =

∪

 

这种解题思路是读者容易想到的.另一种解法是利用对立事件,计算此较简单. 

      

1 2 1 2

1 2

1 2

2

( ) ( ) 1 ( )

1 ( )

1 ( ) ( )

1 0.04 0.9984

P B P A A P A A

P A A

P A P A

= = −

= −

= −

= − =

∪ ∪

 

   ②设需要 n只开关并联,才保证系统可靠性为 0.9999。令事件 iA ={第 i 只开关闭合}（i=1，

2，…，n）。令事件 C={电路闭合}，则 1 2 nC A A A= ∪ ∪⋯ 。如果用概率加法公式表示 ( )P C=

将是相当麻烦的，不妨表示为 



 

 

     

1

1 2

1

1 1 1 1

2 2 3 3

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

0.96 (0.96) (0.96) ( 1) (0.96)
n

n

nn
n

i i j i j K i
i i j n i j k n i

n
n n

P C P A A A

P A P A A P A A A P A

n C C
−

−

= ≤ ≤ ≤ ≤ =

=

= − + + + −

= − + + + −

∑ ∑ ∑
≺ ≺ ≺

∪ ∪⋯

⋯

⋯

∩  

已知 ( ) 0.9999P C = ，解 n 实际上是很难办到的。 

   如果用对立事件表示 ( )P C ，显然比较简单，即 

        

1 21 2

1 2

( ) 1 ( ) 1 ( )

1 ( ) ( ) ( )

1 (0.04)

nn

n

n

P C P A A A P A A A

P A P A P A

= − = −

= −
= −

∪ ∪⋯∪ ⋯

⋯  

已 知 1 0.04 0.9999n− ≥ ， 即 1 0.04 0.0001n− ≤ ， 两 边 取 以 e 为 底 的 对 数 ， 得

1 (0.04) 1 (0.0001)n nn ≤ ，则 

         
1 (0.0001) 9.2103

2.86
1 (0.04) 3.2189
n

n

n
−≥ = ≈
−

 

故至少需要 3 只开关并联联接。 

    此题表明对立事件及德·莫根律对解决实际问题有多么重要。 

------------------------------------------------------------------------------- 

36．三人独立地去破译一份密码，已知各人能译出的概率分别为1 5,1 3,1 4。问三人中至

少有一人能将此密码译出的概率是多少？ 

解解解解      ①令事件 Ai ={第 i 人能译出密码}（i=1，2，3），且 1

1
( )

5
P A = ， 2

1
( )

3
P A = ， 3

1
( )

4
P A = ，

B={三人中至少有一人能译出密码}与事件“密码被译出”是相等事件。又 1 2 3,A A A 相互独

立。 

     利用概率的加法公式和事件的独立性。 

         

1 2 3

1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.6

5 3 4 5 3 5 4 3 4 5 3 4

P B P A A A

P A P A P A P A A P A A P A A P A A A

=
= + + − − − +

= + + − × − × − × + × × =

∪ ∪

 

      ②利用对立事件和事件的独立性。 

         

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

( ) ( ) 1 ( )

1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )

1 1 1 3
1 (1 ) (1 ) (1 ) 0.6

5 3 4 5

P B P A A A P A A A

P A A A P A P A P A

= = −

= − = −

= − − × − × − = =

∪ ∪ ∪ ∪

 

------------------------------------------------------------------------------- 



 

 

38．袋中装 m只正品硬币、n只次品硬币（次品硬币的两面均印有国徽）。在袋中任取一只，

将它投掷 r次，已知每次都得到国徽。问这只硬币是正品的概率为多少？ 

 

解解解解            令事件 A={任取一只硬币是正品},对立事件 A ={任取一只硬币是次品 },且

( ) , ( )
m n

P A P A
m n m n

= =
+ +

，B={把硬币投掷 r 次，每次都得到国徽面}，令事件 iB ={把

硬币投掷 i 次，有 i 次得到国徽}（i=1，2，…，r）。如果硬币是正品，则投掷一次出现任何

一面的概率都是
1

2
；如果硬币是次品，则投掷一次出现国徽面的概率是 1。于是 

        

1 1 1

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1

2 2

1
( ) 1

2
i

i i

P B P A P B A P A P B A

m n

m n m n

P B P A P B A P A P B A

m n

m n m n

m n
P B

m n m n

= +

= × + ×
+ +

= +

= × × + × ×
+ +

= × + ×
+ +

⋮

 

则 

         

1
( ) ( ) 1

2
1

2

r
r r

r

m n
P B P B

m n m n
m n

m n m n

= = × + ×
+ +

= × +
+ +

 

所求概率为 

        

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

1
2

1 2
2

r

r

r

P A P B AP AB
P A B

P A P B

m
mm n

m n m n
m n m n

= =

×
+= =

+× +
+ +

 

 

第二章第二章第二章第二章  随机变量及其分布随机变量及其分布随机变量及其分布随机变量及其分布  

习题解析习题解析习题解析习题解析 

第第第第 2.2.2.2.（（（（1111）、）、）、）、3333、、、、6666、、、、7777、、、、12121212、、、、17171717 题题题题    离散型随机变量的分布律离散型随机变量的分布律离散型随机变量的分布律离散型随机变量的分布律    

------------------------------------------------------------------------------- 

2．（1）一袋中装有 5只球，编号为 1，2，3，4，5。在袋中同时取 3只，以 X表示取出的 3

只球中的最大号码，现实性出随机变量 X的分布律。 

 

解解解解            随机变量 X 的所有可能取值为 3，4，5，求取各个值的概率用古典概型。 



 

 

         

2
2
3
5

2
3
3
5

2
4
3
5

1 1
{ 3}

5! 10
3!2!

3!
32!1!{ 4}

5! 10
3!2!
4!

32!2!{ 5}
5! 5

3!2!

C
P X

C

C
P X

C

C
P X

C

= = = =

= = = =

= = = =

  

则随机变量 X 的分布律为 

X 3    4    5 

kP  
1

10
  

3

10
 

3

5
 

          

如果用概率函数表示，则为 

        
2

1
3
5

{ } kC
P X k

C
−= =       ( 3, 4,5)k =  

------------------------------------------------------------------------------- 

3．设在 15只同类型的零件中有 2 只是次品，在其中取 3次，每次任取 1 只，作不放回抽样。

以 X 表示取出的次品的只数。（1）求 X 的分布律；（2）画出分布律的图型。 

 

解解解解   随机变量 X的所有可能值为 0，1，2，求取各个值的概率用古典概型。 

（1）X 取各个值的概率分别为 

        

0 3
2 13

3
15

1 2
2 13

3
15

2 1
2 13

3
15

13!
223!10!{ 0}

15! 35
3!12!

13!
2 122!11!{ 1}

15! 35
3!12!

13 1
{ 2}

15! 35
3!12!

C C
P X

C

C C
P X

C

C C
P X

C

= = = =

×
= = = =

= = = =

 

则 X 的分布律为 

         

X 0    1    2 

kP  
22

35
  

12

35
 

1

35
 

因为 1kP =∑ ,所以只要求出 { 0}, { 1}P X P X= = 则 { 2} 1 { 0} { 1}P X P X P X= = − = − = 。



 

 

X 的分布律用概率函数表示为 

        
3

2 13
3
15

{ }
k kC C

P X k
C

−

= =     ( 0,1, 2)k =  

------------------------------------------------------------------------------- 

6．一大楼装有5个同类型的供水设备。调查表明在任一时刻t每个设备被使用的概率为0.1，

问在同一时刻 

   （1）恰有 2个设备被使用的概率是多少？ 

（2）至少有 3个设备被使用的概率是多少？ 

（3）至多有 3个设备被使用的概率是多少？ 

（4）至多有 1个设备被使用的概率是多少？ 

解解解解   5 个同类型的供水设备，在任一时刻是否被使用相互独立，而在同一时刻被使用的个

数 X 服从二项分布 b（5，0，1），故用二项分布求解 X 取各个值，或在某个范围内取值的概

率。 

   （1）因为 X服从二项分布 b（5，0，1），分布律为 

        
5{ } (0.1) (0.9)k k

kP X k C −= =     （k=0，1，2，3，4，5） 

于是 

       
2 2 5 2
5{ 2} (0.1) (0.9) 10 0.01 0.729 0.0729P X C −= = = × × =  

 

 

（2）  

5
5

5
3

3 3 5 3 4 4 5 4 5 5 5 5
5 5 5

{ 3} (0.1) (0.9)

(0.1) (0.9) (0.1) (0.9) (0.5) (0.9)

10 0.001 0.81 5 0.0001 0.9 0.00001

0.00856

k k k

k

P X C

C C C

−

=

− − −

≥ =

= + +
= × × + × × +
=

∑

 

（3） 

3
5

5
0

0 0 5 1 4 2 2 3 3 3 2
5 5 5 5

{ 3} (0.1) (0.9)

(0.1) (0.9) (0.1)(0.9) (0.1) (0.9) (0.1) (0.9)

0.59049 032805 0.0729 0.0081

0.99954

k k k

k

P X C

C C C C

−

=

≤ =

= + + +
= + + +
=

∑

 

或用对立事件求解。 



 

 

     

5
5

5
4

4 4 5 5 5 0
5 5

4 5

{ 3} 1 { 3} 1 { 4}

1 (0.1) (0.9)

1 [ (0.1) (0.9) (0.1) (0.9) ]

1 [5 0.1 0.9 0.1 ]

1 [0.00045 0.0001]

0.99954

k k k

k

P X P X P X

C

C C

−

=

≤ = − = − ≥

= −

= − +

= − × × +
= − +
=

∑

≻

 

后者计算比前者简单。 

（4） 
5

5
5

1

{ 1} (0.1) (0.9)k k k

k

P X C −

=
≥ =∑ ，显然计算过程比较麻烦，但用对立事件求解相当

简单。 

      
0 0 5 5
5

{ 1} 1 { 1} 1 { 0}

1 (0.1) (0.9) 1 0.9

1 0.59049 0.40951

P X P X P X

C

≥ = − < = − =
= − = −
= − =

  

------------------------------------------------------------------------------- 

7．设事件 A在每一次试验中发生的概率为 0.3，当 A发生不少于 3 次时，指示灯发出信号。

（1）进行了 5 次重复独立试验，求指示灯发出信号的概率；（2）进行了 7 次重复独立试验，

求指示灯发出信号的概率。 

 

解解解解   （1）事件 A 次重复独立试验中发生的次数 X服从二项分布 b（n，0.3）,分布律为 

      { } (0.3) (0.7)k k n k
nP X k C −=   (k=0,1,2,…,n) 

当事件{ 3}X ≥ 发生时,指示灯发出信号。当 n=5 时，则 

       

5
5

5
3

3 3 2 4 4 5 5
5 5 5

{ 3} (0.3) (0.7)

(0.3) (0.7) (0.3) (0.7) (0.3)

10 0.027 0.49 5 0.0081 0.7 0.00243

0.16308

k k k

k

P X C

C C C

−

=

≥ =

= + +
= × × + × × +
=

∑

  

（2）事件 A 在 7 次重复独立试验中发生的次数 Y 服从二项分布 b（7，0，3），则 

       

0 0 7 1 6 2 2 5
7 7 7

7 6 2 5

{ 3} 1 { 3} 1 { 2}

1 [ (0.3) (0.7) (0.3)(0.7) (0.3) (0.7) ]

1 [0.7 7 0.3 0.7 21 0.3 0.7 ]

0.353

P Y P Y P Y

C C C

≥ = − = − ≤
= − + +

= − + × × + × ×
=

≺

  

------------------------------------------------------------------------------- 

12．一电话交换台每分钟收到呼唤的次数服从参数为 4 的泊松分布。求（1）某一分钟恰有

8 次呼唤的概率；（2）某一分钟的呼唤次数大于 3的概率。 

 

解解解解         一电话交换台某一分钟收到呼唤的次数 X服从泊松分布 (4)π ，其分布律为 



 

 

      
4 4

{ }
!

ke
P X k

k

−

= =     （k=0，1，2，…）    

（1）
4 84 1200.33371

{ 8} 0.02977
8! 40320

e
P X

−

= = = =  

（2）
4 43

4 0

4 4
{ 3} { 4} 1 0.5665

! !

k k

k k

e e
P X P X

k k

− −∞

= =

> = ≥ = = − =∑ ∑  

------------------------------------------------------------------------------- 

17．（1）设 X 服从（0-1）分布，其分布律为
1{ } (1 ) , 0k KP X k P P k−= = − = ，1，求 X 的

分布函数，并作出其图形； 

（2）求第 1 题中的随机变量的分布函数。 

 

解解解解    （1）X 的分布函数为 

      

1( ) { } (1 )

0,

1

1,

k K

k x

F x P X x P P

P

−

≤

= ≤ = −


= −



∑
0

0 1

x

x

x

≤
≥

≺

≺  

 

（2）第 1题中随机变量 X的分布律为 

        

X 3    4    5 

kP  
1

10
  

3

10
 

3

5
 

X 的分布函数为 ( ) { }F x P X x= ≤ ，求法如下。 

当 3x ≺ 时，则 

     ( ) { } 0F x P X x= ≤ =  

当3 4x≤ ≺ 时，则 

     ( ) { } { 3} 0.1F x P X x P X= ≤ = = =  

当 4 5x≤ ≺ 时，则 

     ( ) { } { 3} { 4} 0.1 0.3 0.4F x P X x P X P X= ≤ = = + = = + =  

当 5x ≥ 时，则 

     ( ) { } { 3} { 4} { 5} 1F x P X x P X P X P X= ≤ = = + = + = =  

综合表示为 



 

 

0,

1
,

10
( ) 1 3 4

,
10 10 10
1 3 3

1,
10 10 5

F x




=  + =

 + + =

       

3

3 4

4 5

5

x

x

x

x

≤
≤
≥

≺

≺

≺
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------------------------------------------------------------------------------- 

19．以 X 表示某商店从早晨开始营业起直到第一个顾客到达的等待时间（以分计），X 的分

布函数是 

       

0.41 ,
( )

0,

xe
Fx x

− −
= 


      
0

0

x

x

≻

≺
 

求下述概率： 

（1）P{至多 3 分钟}；（2）P{至少 4 分钟}；（3）P{3 分钟至 4分钟之间}；（4）P{至多 3 分

钟或至少 4分钟}；（5）P{恰好 2.5 分钟}。 

 

解解解解            （1）
0.4 3 1.2{ 3} (3) 1 1 0.6988xP X P e e− × −≤ = = − = − =     

（2）
0.4 4{ 4} 1 { 4} 1 (4) 0.2019XP X P X F e− ×≥ = − = − = =≺  

（3） 

0.4 4 0.4 3

{3 4} { 4} { 3}

(4) (3) 1 (1 )

0.0993
X X

P X P X P X

F F e e− × − ×

≤ ≤ = ≤ − <
= − = − − −
=

  

（4） 

0.4 3 0.4 4{ 3} { 4} 1 (1 )

0.6988 0.2019 0.9007

P X P X e e− × − ×≤ + ≥ = − + −
= + =

 

（5） { 0.25} 0P X = = 。  

------------------------------------------------------------------------------- 

21．设随机变量 X 的概率密度为 

   （1）

22(1 1 ),
( )

0,

x
f x

 −
= 


   
1 2x≤ ≤
其它

 

   （2）

,

( ) 2 ,

0,

x

f x x


= −



   

0 1

1 2

x

x

≤ <
≤ <

其它

 



 

 

求 X 的分布函数 ( )F x ，并画出（2）中的 ( )f x 及 ( )F x 的图形。 

解解解解    （1）当 1x < 时，F（x）=0；当1 2x≤ < 时，则 

     

1

21

121

1
( ) ( ) 0 2(1 )

1 1
2 (1 ) 2( )

2
2 4

x x

x x

F x f t dt dt dt
t

dt t
t t

x
x

−∞ −∞
= = + −

= − = +

= + −

∫ ∫ ∫

∫  

当 2x ≥ 时，F（x）=1。综合表示为 

0,

2
( ) 2 4,

1,

F x x
x



= + −



  

1

1 2

2

x

x

x

<
≤ <
≥

 

（2）当 0x < 时，F（x）=0；当0 1x≤ < 时，则 

0 2

0

1
( ) ( ) 0

2

x x
F x f t dt dt tdt x

−∞ −∞
= = + =∫ ∫ ∫  

当1 2x≤ < 时，则 

    

0 1

0 1

1 2
10 1

2 2

( ) ( )

0 (2 )

1 1
(2 ) (2 )

2 2
1 1 1 1

2 2 2 1
2 2 2 2

x

x

x x

F x f t dt

dt tdt t dt

tdt t dt t t

x x x x

−∞

−∞

=

= + + −

= + − = + −

= + − − + = − + −

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

当 2x ≥ 时，F（x）=1。综合表示为 

    

2

2

0,

1
,

2( )
1

2 1
2

1,

x
F x

x x




= 
− + −




    

0

0 1

1 2

2

x

x

x

x

<
≤ <
≤ <
≥

 

 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

27．某地区 18 岁女青年的血压（收缩压，以 mmHg 计）服从 N（110，
212 ）。在该地区任选

一 18岁的女青年，测量她的血压 X。 

  （1）求 { 105}, {100 120}P X P X≤ < ≤ ； 



 

 

  （2）确定最小的 x，使 { } 0.05P X x> ≤ 。 

解  设女青年的血压为 X，则
2(110,12 )X N∼ ，由此得 

       
110

(0,1)
12

X
N

−
∼  

（1）① 

110 105 110
{ 105} { }

12 12
5 5

( ) 1 ( )
12 12

1 (0.4167)

1 0.6628 0.3372

X
P X P

− −≤ = ≤

= Φ − = − Φ

= − Φ
= − =

 

② 

100 110 110 120 110
{100 120} { }

12 12 12
5 110 5

( )
6 12 6

5 5 5
( ) ( ) 2 ( ) 1
6 6 6

2 (0.833) 1 2 0.7967 1 0.5934

X
P X P

X
P

− − −< ≤ = < ≤

−= − < ≤

= Φ − Φ − = Φ −

= Φ − = × − =

 

（2） { } 0.05P X x> ≤ ，用对立事件得 

    

1 { } 0.05, { } 0.95

110 110
{ } 0.95

12 12

P X x P X x

X x
P

− ≤ ≤ ≤ ≥
− −≤ ≥

 

查表得
110

1.645
12

x − ≥ ，解出 129.74x ≥ ，则 x的最小值为 129.74。 
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------------------------------------------------------------------------------- 

33．设随机变量 X 的分布律为 

     

X -2   -1   0   1   3 

kP  
1

5
   

1

6
  

1

5
  

1

15
  

11

30
 

求 2Y X= 的分布律。 

解  2Y X= 的所有可能取值为 0，1，4，9，取各个值的概率分别为 



 

 

    

2

2

2

2

1
{ 0} { 0} { 0}

5

{ 1} { 1} { 1} { 1}

1 1 7

6 15 30

{ 4} { 4} { 2} { 1}

1
{ 2}

5

{ 9} { 9} { 3} { 3}

11
{ 3}

30

P Y P X P X

P Y P X P X P X

P Y P X P X P X

P X

P Y P X P X P X

P X

= = = = = =

= = = = = − + =

= + =

= = = = = − + =

= = − =

= = = = = − + =

= = =

 

于是 Y的分布律为 

      

 

Y 0     1     4    9    

kP  
1

5
   

7

30
   

1

5
   

11

30
 

  此题 Y 与 X 不一一对应，X 取值为-1，1 对应 Y 取值为 1，这时 { 1}P Y = 等于

{ 1} { 1}P X P X= − =与 之和。 

  用表格表示 Y 在的分布律时，通常 Y 取值从小到大排序，看起来比较整齐。 

------------------------------------------------------------------------------- 

34． 设随机变量 X 在（0，1）上服人均匀分布。 

（1）求
XY e= 的概率密度； 

（2）求 21Y nX= − 的概率密度。 

解   X 的概率密度为 

     
1,

( )
0,Xf x




  
0 1x< <
其它

 

  首先求 Y 的分布函数，然后求 Y 的概率密度。（1）设 ( )YF y 为 Y 的分布函数， ( )YF y 为

Y 的概率密度。 

  当 1y < 时， ( )YF y =0；当1 y e≤ < 时，则 

    
1

0
( ) { } { } { 1 } 1

nyX
YF y P Y y e y P X ny dx ny= ≤ = ≤ = ≤ = =∫  

当 y e≥ 时， ( )YF y =1。综合表示为 



 

 

    

0,

( ) ln ,

1,
YF y y


= 



   

1

1

y

y e

y e

<
≤ <
≥

 

于是 Y的概率密度为 

    

1
,( )

( )

0,

Y
Y

dF y
yf y

dy


= = 



  
1 y e≤ <
其它

 

（2）当 0y ≺ 时， ( )YF y =0；当 0y ≥ 时，则  

     

2

2

1
2

( ) { } { 21 }

{ }

1y

Y

y

y

e

F y P Y y P nX y

P X e

dx e

= ≤ = − ≤

= ≥

= = −∫

 

综合表示为 

    
2

0,
( )

1
yYF y

e
−

= 
 −

  
0

0

y

y

<
≥

 

于是 Y 的概率密度为 

    
2

1
( ) ,

( ) 2
0,

y

Y
Y

dF y e
f y

dy

−
= = 



  
0

0

y

y

>
≤

 

由此可见，Y 服从参数为
1

2
的指数分布。 

   直接求 Y 的概率密度 ( )YF y 。 

（1）因为
XY e= 对应的函数 xy e= 是严格单调增加函数，可以应用教材中的定理求解。 

xy e= 的反函数为 1x ny= ，又
1dx

dy y
= ，当1 y e< < 时，则 

   
1

( ) (1 )Y X

dx
f y f ny

dy y
= =  

综合表示为 

      

1
,

( )

0,
Y yf y


= 



  
1 y e< <
其它

 

随机变量 Y的取值范围根据 X 的取值范围（0 1x< < ）和函数 xy e= 来确定。当a y β< < ，



 

 

则 0 0min{ , } 1, max{ , }a e e e e eβ= = = = 。 

（2）因为 21Y nX= − 对应的函数 21y nx= − 是严格单调减少函数，其反函数 2

y

x e
−

= ，又

2
1

2

ydx
e

dy

−
= − ，则 

     
2 2

1 1 1
, ,

( ) 2 2

0,

y y

Y

e e
f y y

− −
− =

= 



   
0

0

y

y

>
≤

 

------------------------------------------------------------------------------- 

35．设 X～N（0，1）。（1）求
XY e= 的概率密度；（2）求 22 1Y X= + 的概率密度；（3）Y X=

的概率密度。 

解   X 的概率密度为 

      

2

2
1

( )
2

x

Yf y e
π

−
=   ( )x−∞ < < +∞  

首先求 Y 的分布函数 ( )YF y ，然后求 Y 的概率密度 ( )Yf y 。 

（1）当 0y ≤ 时， ( ) 0YF y = ；当 0y ≻ 时，则 

    2

1
2

( ) { } { }

1
{ 1 }

2

x
Y

x
ny

F y P Y y P e y

P X ny e dx
π

−

−∞

= ≤ = ≤

= ≤ = ∫
 

于是 Y的概率密度为 

    

2(1 )

2

1
( )

2( )

0,

ny
Y

Y

dF y
yf y e

dy
π

−

= = 



  
0

0

y

y

>
≤

 

（2）当 1y ≤ 时， ( )YF y =0；当 1y ≻ 时，则 

    

2 2

2

2

1 1
2 22 2

1 0
2

( ) { } {2 1 }

1 1
{ } { }

2 2

1 1
2

2 2

Y

y yx x

y

F y P Y y P X y

y y
P X P X

e dx e dx
π π

− −− −

−−

= ≤ = + ≤

− −= ≤ = ≤

= =∫ ∫

 

于是 Y的概率密度为 



 

 

1

4
1

,( )
( ) 2 ( 1)

0,

y

Y
Y

edF y
f y y

dy
π

−−
= = −



  
1

1

y

y

>
≤

 

（3）当 0y ≺ 时， ( ) 0YF y = ；当 0y ≥ 时，则 

    2 2

2 2

0

( ) { } { }

1 1
2

2 2

Y

x x
y y

y

F y P Y y P X y

e dx e dx
π π

− −

−

= ≤ = ≤

= =∫ ∫
 

于是 Y的概率密度为 

    

2

2
2

( ) ,
( )

0,

y

Y
Y

dF y e
f y

dy
π

−
= = 



  
0

0

y

y

>
≤

 

直接求 Y 的概率密度 ( )Yf y 。 

（1）
XY e= 对应的函数 xy e= 是严格单调增加函数，其反函数为 1x ny= ，又

1dx

dy y
= ，则

Y 的概率密度为 

    

2(1 )
2

1
,

( ) 2

0,

ny

Y

e
f y yπ

−
= 



  
0

0

y

y

>
≤

 

（2） 22 1Y X= + 对应的函数 22 1y x= + 是非单调函数，分成两个单调区间，当 0x ≺ 时，

则
1

2

y
x

−= − ，当 0x ≥ 时，
1

2

y
x

−= − 。于是当 1y > 时，有 

   
1 1

4 4

1
4

1 1
( ) [ ( ) ( )]

2 2

1 1 1 1
[ ]

2 2 2 2 1

1

2 ( 1)

Y X X

y y

y

y y dx
f y f f

dy

e e
y

e
y

π π

π

− −− −

−−

− −= − +

= + ×
−

=
−

 

当 1y ≤ 时， ( )Yf y =0。综合表示为 

   

1

4
1

,
( ) 2 ( 1)

0,

y

Y

e
f y yπ

−−
= −



  
1

1

y

y

>
≤

 



 

 

(3) Y X= 对应的函数 y x= 是非单调函数 ,分成两个单调区间 ,其反函数 x y= ± ,又

1
dx

dy
= ± ，当 0y ≤ 时， ( ) 0Yf y = ；当 0y ≻ 时，则 

     

2 2

2 2
2 2

( ) 1
2

y y

Yf y e e
ππ

− −
= ± =  

综合表示为 

     

2

2
2

,
( )

0,

y

Y

e
f y π

−
= 



  
0

0

y

y

>
≤

 

------------------------------------------------------------------------------- 

36．（1）设随机变量 X 的概率密谋为 ( )f x ， x−∞ ∞≺ ≺ 。求 3Y X= 的概率密度。 

（2）设随机变量 X 的概率密度为 

    
,

( )
0,

xe
f x

−
= 


  
0x >

其他
 

求 2Y X= 的概率密度。 

解   设 Y 的分布函数为 ( )YF y ，概率密度为 ( )Yf y 。 

首先求 ( )YF y ，然后求 ( )Yf y 。 

（1） 

    

3

3

3

( ) { } { }

{ }

( )

Y

y

F y P Y y P X y

P X y

f x dx
−∞

= ≤ = ≤

= −∞ ≤

= ∫

≺ ( )y−∞ < < +∞  

则 Y 的概率密度为 

2
33

( ) 1
( ) ( )

3Y

dF y
f y f y y

dy

−
= =   ( 0)y ≠  

（2）当 0y < 时， ( )YF y =0；当 0y ≥ 时，则 

    

2

00

( ) { } { } {0 }

( ) 1

Y

y y yx x

F y P Y y P X y P X y

e dx e e−−

= ≤ = ≤ = < ≤

= = − = −∫
 

综合表示为 



 

 

     
0,

( )
1

Y y
F y

e−

= 
−

  
0

0

y

y

<
≥

 

于是 Y 的概率密度为 

     

1
,

2( )

0,

y

Y

e
yF y

−
= 



 
0

0

y

y

>
≤

 

直接求 Y 的概率密度 ( )Yf y 。 

  （1） 3Y X= 对应的函数 3y x= 是严格单调增加函数，其反函数 3x y= ，又
2
31

3

dx
y

dy

−
= ，

则 

   
2
33

1
( ) ( )

3Yf y f y y
−

=   ( 0)y ≠  

（2） 3Y X= 对应的函数 2y x= 是非单调函数，便当 0x > 时， 2y x= 是严格单调增加函数，

其反函数 x y ，又
1

2

dx

dy y
= ，当 0y ≤ 时， ( )Yf y =0；当 0y > 时，则 

   
1 1

( ) ( )
2 2

y
Yf y f y e

y y
−= =  

综合表示为 

  

1
,

2( )

0,

y

Y

e
yf y

−
= 



  
0

0

y

y

>
≤

  

 

 

第三章第三章第三章第三章  多维随机变量及其分布多维随机变量及其分布多维随机变量及其分布多维随机变量及其分布 

习题解析习题解析习题解析习题解析 

第第第第 1111、、、、2.2.2.2.（（（（1111）、）、）、）、3333、、、、7777、、、、8888、、、、9999、、、、10101010、、、、13131313、、、、18181818、、、、22222222 题题题题    二维随机变量二维随机变量二维随机变量二维随机变量（（（（XXXX，，，，YYYY））））的联合分布的联合分布的联合分布的联合分布、、、、边缘边缘边缘边缘

分布分布分布分布、、、、随机变量的独立性随机变量的独立性随机变量的独立性随机变量的独立性    

------------------------------------------------------------------------------- 

1．在一箱子中装有 12 只开关，其中 2 只是次品，在其中取两次，每次任取一只，考虑两种

试验：（1）放回抽样；（2）不放回抽样。我们定义随机变量 X，Y如下： 

   
0,

1,
X


= 


若第一次取出的是正品

若第一次取出的是次品
 

   
0,

1,
Y


= 


若第二次取出的是正品

若第二次取出的是次品
 



 

 

试分别就（1）、（2）两种情况，写出 X和 Y 的联合分布律。 

解 （1）放回抽样。X 的分布律为
10 2

{ 0} , { 1}
12 12

P X P X= = = = ，而两次试验的结果互不

影响，所以 Y 的分布律为
10 2

{ 0} , { 1}
12 12

P Y P Y= = = = 。二维随机变量（X，Y）的所有可

能取值为（0，0），（0，1），（1，0），（1，1）。（X，Y）取各个值的概率用古典概型计算，

得 

   

2

2

2

2

2

10 25
{ 0, 0}

12 36
10 2 5

{ 0, 1}
12 36

2 10 5
{ 1, 0}

12 36
2 2 1

{ 1, 1}
12 36

P X Y

P X Y

P X Y

P X Y

= = = =

×= = = =

×= = = =

×= = = =

 

求二维离散型随机变量（X，Y）的颁布律就是求积事件发生的概率。如{ 0, 0}X Y= = 是表

示{( 0) ( 1)}X Y= =∩ ，为简单起见，将符号“∩”用“，”代替，是表示事件{ 0}X = 与{ 0}Y =

同时发生。因为是放回抽样，所以事件{ } { }( , 0,1)X i Y j i j= = =与 ，是相互独立的，故也

可以利用事件的独立性计算。如 

     
10 10 25

{ 0, 0} { 0} { 0}
12 12 36

P X Y P X P Y= = = = = = × =  

其他类似。于是二维随机变量（X，Y）的分布律为 

   X 

Y 

 

0         1 

0 

 

 

 

1 

25

36
      

5

36
 

 

5

36
       

1

36
 

 

（2）不放回抽样。用古典概型计算，则得 



 

 

     

2
10
2

12

1 1
10 2

2
12

1 1
2 10

2
12

2
2
2

12

10 9 45
{ 0, 0}

12 11 66

10 2 10
{ 0, 1}

12 11 66

2 10 10
{ 1, 0}

12 11 66

2 1
{ 1, 1}

12 11 66

P
P X Y

P

P P
P X Y

P

P P
P X Y

P

P
P X Y

P

×= = = = =
×

×= = = = =
×

×= = = = =
×

= = = = =
×

 

因为是不放回抽样，第一次试验结果影响第二度验结果发生的概率。也可以用概率的乘法公

式，则得 

    
10 9 45

{ 0, 0} { 0} { 0 0}
12 11 66

P X Y P X P Y X= = = = = = = × =  

其他类似，于是（X，Y）的分布律为 

     

   X 

Y 

 

0         1 

0 

 

 

 

1 

45

66
      

10

66
 

 

10

66
       

1

66
 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

2．（1）盒子里装有 3 只黑球、2 只红球、2 只白球，在其中任取 4 只球。以 X表示取到黑球

的只数，以 Y 表示取到红球的只数。求 X和 Y的联合分布律。 

解   用古典概型。则（X，Y）的分布律为 

     

4 ( )
3 2 2

4
7

{ , }

( 0,1, 2,3; 0,1, 2;2 4)

i j i jC C C
P X i Y j

C

i j i j

− +

= = =

= = ≤ + ≤
  

其中 



 

 

    

0 2 2
3 2 2

4
7

1 0 3
3 2 2

4
7

1 1 2
3 2 2

4
7

1 2 1
3 2 2

4
7

2 0 1
3 2 2

4
7

2 1 1
3 2 2

4
7

2
3

{ 0, 0} 0

{ 0, 1} 0

1
{ 0, 2}

35

{ 1, 0} 0

6
{ 1, 1}

35

6
{ 1, 2}

35

3
{ 2, 0}

35

12
{ 2, 1}

35

{ 2, 2}

P X Y

P X Y

C C C
P X Y

C

C C C
P X Y

C

C C C
P X Y

C

C C C
P X Y

C

C C C
P X Y

C

C C C
P X Y

C

C C
P X Y

= = =
= = =

= = = =

= = = =

= = = =

= = = =

= = = =

= = = =

= = =
2 0
2 2
4
7

3 0 1
3 2 2

4
7

3 1 0
3 2 2

4
7

3

35

2
{ 3, 0}

35

2
{ 3, 1}

35

{ 3, 3} 0

C

C

C C C
P X Y

C

C C C
P X Y

C

P X Y

=

= = = =

= = = =

= = =

 

二维随机变量（X，Y）的分布律为 

    

   X 

Y 

 

0         1         2         3 

0 

 

 

1 

 

 

2 

0         0        
3

35
      

2

35
 

 

0        
6

35
 

12

35
 

2

35
 

 

1

35
      

6

35
       

3

35
        0 

------------------------------------------------------------------------------- 

3．设随机变量（X，Y）的概率密度为 

(6 ),
( , )

0,Y

k x y
f x y

− −= 


  
0 2, 2 4x y< < < <
其他

 

 （1）确定常数 k； 

 （2）求 { 1, 3}P X Y< < ； 



 

 

（3）求 { 1.5}P X < ； 

（4）求 { 4}P X Y+ ≤ 。 

解   （1）利用概率密度性质； ( , ) 1f x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞
=∫ ∫ 。有 

      
2 4

0 2
(6 ) 1dx k x y dy− − =∫ ∫  

等式左端为 

      

2 4 2 22 4
20 2 0 0

2 2
0

1
(6 ) (6 ) (6 2 )

2
1

(6 2 )
2

8

dx k x y dy k y xy y dx k x dx

k x x

k

− − = − − = −

= − ×

=

∫ ∫ ∫ ∫

 

由 8k=1，得常数 k=
1

8
。 

（2） 

      

1 3

0 2

1 12 3
20 0

2 1
0

1
{ 1, 3} (6 )

8
1 1 1 7

(6 ) ( )
8 2 8 2

1 7 1 1 6 3
( )

8 2 2 8 2 8

P X Y dx x y dy

y xy y dx x dx

x x

= − −

= − − = −

= − = × =

∫ ∫

∫ ∫

≺ ≺

   

（3） 

     

1.5 4

0 2

1.5

0

1
{ 1.5} (6 )

8
1 1 27

(6 2 ) 6.75
8 8 32

P X dx x y dy

x dx

= − −

= − = × =

∫ ∫

∫

≺

 

（4）可知，积分域为三角域，所求概率为 

    

2 4

0 2

2 2 4
20

2 2 2 3 2
00

{ 1, 4}

1
(6 )

8
1 1

(6 )
8 2
1 1 1 1 1

(6 4 ) (6 4 )
8 2 8 2 6
1 8 2

(12 8 )
8 6 3

x

x

P X Y

dx x y dy

y xy y dx

x x dx x x x

−

−

< ≤

= − −

= − −

= − + = − × +

= × − + =

∫ ∫

∫

∫

 

------------------------------------------------------------------------------- 

7．设二维随机变量（X，Y）的概率密度为 



 

 

   
4.8 (2 ),

( , )
0,

y x
f x y

−
= 


  
0 1,0x y x≤ ≤ ≤ ≤
其他

 

求边缘概率概率密度。 

解   当0 1x≤ ≤ 时，关于 X 的边缘概率密度为 

     

0

0

2
0

2

( ) 4.8 (2 )

4.8(2 )

1
4.8(2 )( )

2
2.4 (2 )

x

Y

x

x

f x y x dy

x ydy

x y

x x

= −

= −

= −

= −

∫

∫
 

综合表示为 

   
22.4 (2 ),

( , )
0,

x x
f x y

 −
= 


  
0 1x≤ ≤
其他

 

当0 1y≤ ≤ 时，关于 Y 的边缘概率密度为 

   

1 1

2 1 2

2

( ) 4.8 (2 ) 4.8 (2 )

1 3 1
4.8 (2 ) 4.8 ( 2 )

2 2 2
2.4 (3 4 )

Y y y

y

f x y x dx y x dx

y x x y y y

y y y

= − = −

= − = − +

= − +

∫ ∫

 

综合表示为 

   
22.4 (3 4 ),

( , )
0,

y y y
f x y

 − +
= 


  
0 1y≤ ≤
其他

 

  求关于 X，Y的边缘概率密度时，首先画出（X，Y）的概率密度 ( , ) 0f x y ≠ 的区域，以便

帮助正确确定积分上、下限。 

------------------------------------------------------------------------------- 

8．设二维随机变量（X，Y）的概率密度为 

,
( , )

0,

ye
f x y

−
= 


  
0 x y< <
其他

 

求边缘概率密度。 

解   当 0x ≻ 时，关于 X 的边缘概率密度为 

   ( ) y x
X x

f x e dx e
+∞ − −= =∫  

综合表示为 

   
,

( )
0,

x

X

e
f x

−
= 


  
0x

x

>
≤ 0

 

当 0y > 时，关于 Y 的边缘概率密度为 



 

 

   
0

( )
y y y

Yf y e dx ye− −= =∫  

综合表示为 

   
,

( )
0,

x

Y

ye
f y

−
= 


  
0y

y

>
≤ 0

 

------------------------------------------------------------------------------- 

9．设二维随机变量（X，Y）的概率密度为 

   
2 ,

( , )
0,

ycx
f x y


= 


  
2x y y≤ ≤

其他
 

（1）试确定常数 C； 

（2）求边缘概率密度。 

解   （1）利用概率密度 ( , )f x y 的性质确定常数 C。即 

    
2

1 1 2

1
1

x
dx cx ydy

−
=∫ ∫  

计算等式端积分得 

    

22

1 1 1 12 2 2 1 2 4

1 1 1

1 12 6

0 0

1
( ) (1 )
2 2

1 1 4
( 2 ) ( )

2 2 3 7 21

xx

c
dx cx ydy c x y dx x x dx

c c
x dx x dx c c

− − −
= = −

= − = − =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

同
4

1
21

= 得，
21

4
c = 。 

（2）当 1 1x− < < 时，关于 X的边缘概率密度为 

    
2

1 2 2 421 21
( ) (1 )

4 8X x
f x x ydy x x= = −∫  

综合表示为 

     

2 421
(1 ),

( ) 2
0,

X

x x
f x

 −= 


  
1 1x− < <

其他
 

当0 1y≺ ≺ 时，关于 Y 的边缘概率密度为 

     2 2 5 221 21 7
( )

4 4 2

y y

Y y y
f y x ydx y x dx y

− −
= = =∫ ∫  

综合表示为 

    

5 27
,

( ) 2
0,

y

Y

y
f y


= 


  
0 1y< <
其他

 

------------------------------------------------------------------------------- 

10．将某一医药公司 9 月份和 8月份收到的青霉素针剂的订货单数分别记为 X 和 Y。据以往



 

 

积累的资料知 X和 Y联合分布律为 

   

   Y 

X 

 

51      52        53         54       55 

51 

52 

53 

54 

55 

0.06    0.05     0.05       0.01      0.01 

0.07    0.05     0.01       0.01      0.01 

0.05    0.10     0.10       0.05      0.05 

0.05    0.05     0.02       0.01      0.03 

0.05    0.06     0.05       0.01      0.03 

(1)求边缘分布律 

(2)求 8 月份的订单数 51时,9 月份的订单数的条件分布律. 

解   (1)关于 X的边缘分布律为 

     

X 51      52        53         54       55 

Pk  0.28   0.28     0.22       0.12     0.20 

其中 { 51} 0.06 0.05 0.05 0.01 0.01 0.18P X = = + + + + = (按行相加),其他类似. 

关于 Y 的边缘分布律为 

     

X 51      52        53         54       55 

Pk  0.28   0.28     0.22       0.09     0.13 

其中 { 51} 0.06 0.07 0.05 0.05 0.05 0.28P Y = = + + + + = (按行相加),其他类似。 

（2）求条件分布律其中 { 51}, 51,52,53,54,55P X k Y k= = = 。 

    

{ 51, 51} 0.06 6
{ 51 51}

{ 51} 0.28 28

{ 52, 51} 0.07 7
{ 52 51}

{ 51} 0.28 28

{ 53, 51} 0.05 5
{ 53 51}

{ 51} 0.28 28

{ 54, 51} 0.06 6
{ 54 51}

{ 51} 0.28 28

{ 55, 51}
{ 55 51}

P X Y
P X Y

P Y

P X Y
P X Y

P Y

P X Y
P X Y

P Y

P X Y
P X Y

P Y

P X Y
P X Y

= == = = = =
=

= == = = = =
=

= == = = = =
=

= == = = = =
=

= == = = 0.05 5

{ 51} 0.28 28P Y
= =

=

 

条件分布律为 

   

X 51    52     53    54     55 

{ 51}P X k Y= =  
6

28
   

7

28
    

5

28
   

5

28
    

5

28
    

------------------------------------------------------------------------------- 



 

 

13．在第 9题中（1）求条件概率概率密度 ( )x yf x y ，特别，写出当
1

2
Y = 时 X 的条件概率

密度。（2）求条件概率密度 ( )y xf y x ，特别，分别写出当
1 1

,
3 2

X X= = 时 Y 的条件概率密

度。（3）求条件概率
1 1 3 1

{ }, { }
4 2 4 2

P Y X P Y X≥ = ≥ = 。 

解   关于 X 和 Y 的边缘概率密度分别为 

     

2 421
(1 ),

( ) 2
0,

X

x x
f x

 −= 


  
1 1x− < <

其他
 

     

5 27
,

( ) 2
0,

Y

y
f y


= 


  
0 1y< <
其他

 

（1）当0 1y< ≤ 时 

      

2

2 3 2

5 2

21
24 ,( , ) 7( ) 3

( ) 2
0,

X Y
Y

x y
x yf x y

f x y yf y

−




== = 




  
y x y− < <

其他
 

由此得 

    

2 3 2 22 1
( ) 3 2 ,1

( ) 3 2
2

0,
X Y

x x
f x

− == 


  
1 1

2 2
x− < <

其他

 

（2）当 1 1x− ≺ ≺ 时，则 

     

2

4
2 4

21
24 ,( , ) 21( ) 1(1 )( ) 8

0,

Y X
X

x y y
f x y

f y x xx xf x




== = − −




  
2 1x y≺ ≺

其他
 

由此得 

     
4

2 81
,

11 401 ( )( )
33

0,

Y X

y
y

f y

 = −= 



  

1
1

9
y< <

其他

 



 

 

     
4

2 32
,

11 151 ( )( )
22

0,

Y X

y
y

f y

 = −= 



  

1
1

4
y< <

其他

 

（3） 

     

1

1

4

1 2 1
1 1
4 4

2

1

3

4

1 2 1
3 3
4 4

2

1 1 1
{ } ( )

4 2 2

32 32 1
( )

15 15 2

16 16 1
( ) 1

15 15 4
3 1 1

{ } ( )
4 2 2

32 32 1
( )

15 15 2

16 16 3 7
( )

15 15 4 15

Y X

Y X

P Y X f y dy

ydy y

P Y X f y dy

ydy y

≥ = =

= = ×

= − × =

≥ = =

= = ×

= − × =

∫

∫

∫

∫

 

------------------------------------------------------------------------------- 

18．设 X和 Y 是两个相互独立的随机变量,X在(0,1)上服从均匀分布,Y的概率密度为 

      

21
,

( ) 2
0,

y

Y

e
f y

−
= 


  
0y >

≤y 0
 

(1)求 X 和 Y 的联合概率密度； 

(2)设含有 a 的二次方程为
2 2 0a Xa Y+ + = ，试求 a 有实根的概率。 

解   X 概率密度为  

       
1,

( )
0,Xf x


= 


  
0 1x< <
其他

  

（1）因为 X 和 Y 是两个相互独立的随机变量，所以 X 和 Y 的联合概率密度为 

       
21
,

( , ) ( ) ( ) 2
0,

y

X Y

e
f x y f x f y

−
= = 


  
0 1, 0x y< < >
其他

 

（2）方程
2 2 0a Xa Y+ + = 有实根的充要条件为

24 4 0X Y− ≥ ，即
2 0X Y− ≥ ，所求概率

为 



 

 

      

2
2

2
2 2

2

1 12 2 2
00 0 0

1 12 2

0 0 0

1 2

0

1
{ 0} ( )

2

(1 ) 1

1

x y y x

xx x

x

P X Y dx e e dx

e dx dx e dx

e dx

− −

− −

−

− ≥ = = −

= − = −

= −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

 

其中 

     

2 21 12 2

0 0

1
2 2 [ (1) (0)]

2

2 (0.8413 0.5) 0.3413 2 0.8555

x xe dx e dxπ π
π

π π

− −− = = Φ − Φ

= − = =

∫ ∫  

则得 

   2{ 0} 1 0.8555 0.1445P X Y− ≥ = − =  

  此 题 求 积 分
21 2

0

xe dx−−∫ 的 技 巧 是 将 被 积 函 数 配 成 标 准 正 态 概 率 密 度 ， 即

2 21
( )

2
xx eϕ

π
−= ，然后查标准正态分布表得积分值。 

------------------------------------------------------------------------------- 

22．设 X和 Y 是两个相互独立的随机变量,其概率密度分别为 

1,
( )

0,Xf x


= 


  
0 1x≤ ≤
其他

 

,
( )

0,

y

Y

e
f y

−
= 


  
0y >

其他
 

求随机变量 Z=X+Y 的概率密度。 

解   由于 X 和 Y 相互独立，因此 X和 Y 的联合概率密度为 

       
,

( , )
0,

ye
f x y

−
= 


  
0 1, 0x y≤ ≤ >
其他

 

设 ( )ZF z  和 ( )Zf z 分别表示 Z 的分布函数和概率密谋。 

首先求 Z=X+Y 的分布函数，然后求 Z=X+Y 的概率密度，这是基础方法。 

当 0z < 时， ( ) 0;0 1ZF z z= ≤ ≺ 时，则 

   00 0 0

( )

0 0 0

( ) { } { }

( )

[(1 )] 1

( 1) 1

y
Z

x y z

z z x zy y z x

z z zz x y x

z x z

F z P Z z P X Y z e dxdy

dx e dy e dx

e dx dx e e dx

z e e z e

−

+ ≤

− − − −

− − −

− −

= ≤ = + ≤ =

= = −

= − = −

= − − = − +

∫∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 



 

 

当 1z ≥ 时，则 

   
0 0

( )

0

( )

[(1 )] 1 ( 1)

z z xy y
Z

x y z

z z x z

F z e dxdy dx e dy

e dx e e

−− −

+ ≤

− − −

= =

= − = − −

∫∫ ∫ ∫

∫
 

综合表示为 

   

0,

( ) 1 ,

1 ( 1),

z
Z

z

F z z e

e e

−

−


= − +
 − −

  

0

0 1

z

z

<
≤ <
≥z 1

 

则 Z=X+Y 的概率密度为 

   

1 ,
( )

( ) ( 1),

0

z

zZ
Z

e
dF z

f z e e
dz

−

−

 −


= = −



  

0 1

1

z

z

< <
≥

其他

 

直接求 Z=X+Y 的概率密度为 

   ( ) ( ) ( )Z X Yf z f x f z x dx
+∞

−∞
= −∫  

当0 1z< < 时，由0 1, 0( 0)x z x y≤ ≤ − > > ，使被积函数不等于零，得0 1x≤ ≤ 和 x z< 的

交集为0 x z≤ < ，则 

( )

0
( ) 1

z z x z
Zf z e dx e− − −= = −∫  

当 1z ≥ 时，0 1x≤ ≤ 和 x z< 的交集为0 1x≤ ≤ ，则 

( )

0
( ) ( 1)

z z x z
Zf z e dx e e− − −= = −∫  

其他， ( ) 0Zf z = 。综合表示为 

   

1 ,

( ) ( 1),

0

z

z
Z

e

f z e e

−

−

 −


= −



 

0 1

1

z

z

< <
≥

其他

 

用雅可比变换法。 

令 ,Z X Y U X= + = 其反变换为 ,Y Z U X U= − = ，变换的雅可比行列式为 

1 0
1 1 1

x x

u z
y y

u z

J
∂ ∂
∂ ∂
∂ ∂ −
∂ ∂

= = =  

则（U，Z）的概率密度为 

    ( )

( , ) ( , )

,

0,

z u

g u z f u z u J

e− −

= −


= 


  0 1, 0u z≤ ≤ >
其他

 

求 Z=X+Y 的概率密度，等价求关于 Z 的边缘概率密度。即 



 

 

    
( )

( ) ( , )
z u

Zf z g u z du e du
− −+∞ +∞

−∞ −∞
= =∫ ∫  

当0 1z< < 时，由0 1u≤ ≤ 和u z< ，得交集0 u z≤ < ，于是 

   
( )

0
( ) 1

z u zz

Zf z e du e
− − −

= = −∫  

当 1x ≥ 时，由0 1u≤ ≤ 和u z< ，得交集0 1u≤ < ，于是 

( )1

0
( ) ( 1)

z u z

Zf z e du e e
− − −

= = −∫  

其他， ( ) 0Zf z = 。综合表示为 

  

1 ,

( ) ( 1),

0,

z

z

Z

e

f z e e

−

−

 −
= −



  

0 1

1

z

z

< <
≥

其他

 

经常用到的是前两种求解方法。 

 

 

第四第四第四第四章章章章  随机变量的数字特征随机变量的数字特征随机变量的数字特征随机变量的数字特征 

习题解析习题解析习题解析习题解析 

第第第第 2222、、、、5555、、、、6.6.6.6.（（（（1111）、）、）、）、7777、、、、12121212、、、、13131313、、、、15151515、、、、21212121、、、、23232323、、、、29292929、、、、31313131、、、、题题题题    随机变量的数学期望和方差随机变量的数学期望和方差随机变量的数学期望和方差随机变量的数学期望和方差    

------------------------------------------------------------------------------- 

2．某产品的次品率为 0.1,检验员每检验 4 次.每次随机地取 10 件产品进行检验,如发现其

中的次品数多于 1,就去调整设备.以 X 表示一天中调整设备的次数,试求 E(X)。(设诸产品是

否为次品是相互独立的。) 

解   每天检验 4 次，一天中调整设备次数 X 服从二项分布 (4, )b p ，p 表示每次检验需调整

的概率。从一批产品中随机地取 10 件，近似放回抽样，即 10 件中次品的个数 Y 服从二项

分布 (10,0.1)b ，其分布律为 

   10
10{ } (0.1)K kP Y k C −= =   ( 0,1, 2, ,10)k = ⋯  

而 

   10 1 9
10

10 9

{ 1} 1 ( 1)

1 { 0} { 1}

1 (0.9) (0.1) (0.9)

1 (0.9) (0.9)

1 0.736 0.264

p P Y P Y

P Y P Y

C

= > = − =
= − = − =
= − − ×

= − −
= − =

 

于是 (4,0.264)X b∼ ，其分布律为 

   4
4{ } (0.264) (0.763)i i iP Y i C −= =   ( 0,1,2,3,4)i =  

所求数学期望为 



 

 

   ( ) 4 0.264 1.056E X np= = × =  

------------------------------------------------------------------------------- 

5．设在某一规定的时间间隔里，某电气设备用于最大负荷的时间 X（以分计）是一个随机

变量，其概率密度为 

2

2

1
,

1500
1

( ) ( 3000),
1500
0,

x

f x x





−= −





   

0 1500

1500 3000

x

x

≤ ≤
< ≤

其他

 

求 E（X）。 

解   所求数学期望为 

     

1500 3000

2 20 1500

1500 3000 30002 2
2 2 20 1500 1500

3 1500 3 3000 2 3000
0 1500 15002

3 3 3

2

1 1
( ) [ ( 3000)]

1500 1500
1 1 1

3000
1500 1500 1500

1 1 1
[( ) ( ) (1500 ) ]

1500 3 3

1 1500 3000 1500
[ 1500 (300

1500 3 3

E X x xdx x x dx

x dx x dx xdx

x x x

x

−= + −

= − +

= − +

−= − +

∫ ∫

∫ ∫ ∫

2 2

3 3
2 2

2

3 2

2

0 1500 )]

1 2 1500 3000
[ 1500 3000 1500 ]

1500 3 3

1500 3000 3000

3 3 1500 1500
500 4000 6000 1500

−

×= − + × −

= − +
×

= − − + =

 

------------------------------------------------------------------------------- 

6．（1）设随机变量 X 的分布律为 

    

X -2      0     2 

pk 0.4     0.3    0.3 

求 2 2( ), ( ), (3 5)E X E X E X + 。 

解   ①
3

1

( ) ( 2) 0.4 0 0.3 2 0.3 0.2k k
k

E X x p
=

= = − × + × + × = −∑  

     ②求 2( )E X 有两种方法。一种方法是先求 2Y X= R 分布律，然后利用 Y 的分布律求

Y 的数学期望。Y 的分布律为 

       

X 0      4 

pk 0.3    0.7 



 

 

则 

2( ) ( ) 0 0.3 4 0.7 2.8E Y E X= = × + × =  

另一种方法是直接利用 X 的分布律求 Y 的数学期望。 

   

3
2 2 2 2

1

( ) ( 2) 0.4 0 0.3 2 0.3

4 0.4 4 0.3 2.8

k k
k

E X x p
=

= = − × + × + ×

= × + × =

∑  

③与②类似.一种方法是先求
23 5Z X= + 的分布律,然后求数学期望。Z 的分律为 

   

X 5      17 

pk 0.3    0.7 

则 

2( ) (3 5) 5 0.3 17 0.7 13.4E Z E X= + = × + × =  

另一种方法是直接利用 X 的分布律求 Z 的数学期望。 

    2 2 2( ) (3 5) [3 ( 2) 5] 0.4 (3 0 5) 0.3 (3 2 5) 0.3 13.4E Z E X= + = × − + × + × + × + × + × =  

------------------------------------------------------------------------------- 

7．设随机变量 X 的概率密度为 

    
,

( )
0,

xe
f x

−
= 


  
0

0

x

x

>
≤

 

求（1） 2Y X= ；（2）
2xY e−= 的数学期望。 

解   （1）首先求 2Y X= 的概率密度，然后求数学期望。因为 2Y X= 对应的函数 2y x=

是严格单调函数，其反函数
2

y
x = ，又

1

2

dx

dy
= ，则 Y 的概率密度为 

   
21
,1

( ) ( ) 2
2 2

0,

y

Y

ey
f y f

−
= = 


  
0

0

y

y

>
≤

 

所求数学期望为 

   
2

2

2

0

2
0 0

0

1
( ) (2 )

2

( )

( 2 ) 2

y

y

y

y

E Y E X y e dy

ye e dy

e

−

−

+∞ −

+∞+∞ −

+∞

= =

= − +

= − =

∫

∫  

利用 X的概率密度直接求数学期望。 



 

 

   
0

( ) (2 ) 2 2xE Y E X xe dx
+∞ −= = =∫  

（2）首先求
2xY e−= 的概率密度，然后求数学期望。 

2xY e−= 对应的函数
2xY e−= 是严格单调减少函数，其反函数为

1
1

2
x ny= − ，又

1
2

dx

dy y
= ，

则 Y 的概率密度为 

   

1
,1 1

2( ) ( 1 )
2 2

0,
Y yf y f ny

y


= − − = 



  
0 1y< <
其他

 

所求数学期望为 

   
3 2

12 1 2

0 0

1
0

1 1
( ) ( )

22

1 2 1
( )

2 3 3

xE Y E e y dy y dy
y

y

+∞−= = =

= =

∫ ∫
 

利用 X的概率密度，直接求数学期望。 

  

2 2

0

3 3
00

( ) ( )

1 1
( )

3 3

x x x

x x

E Y E e e e dx

e dx e

+∞− − −

+∞ − − +∞

= =

= = − =

∫

∫
 

------------------------------------------------------------------------------- 

12．某车间生产的圆盘其直径在区间（a，b）上服从均匀分布。试求圆盘面积的数学期望。 

解   设圆盘直径为 X，其概率密度为 

     

1
,

( )
0,

f x b a

= −


  
a x b< <
其他

 

设圆盘面积为 Y，而
2

2( )
2 4

X X
Y

ππ= = ，则得 

    

2

2 3

2 2

1
( )

4
1

( )
4( ) 4( ) 3

( )

12

b

a

b b
aa

x
E Y dx

b a

x dx x
b a b a

b ab a

π

π π

π

= •
−

= =
− −

+ +=

∫

∫  

------------------------------------------------------------------------------- 

13．设电压（以 V 计） (0,9)X N∼ 。将电压施加于一检波器，其输出电压为，求输出的电

压 Y 的均值。 



 

 

解    由 (0,9)X N∼ ，得 X的概率密度为 

   

2

18
1

( )
3 2

x

f x e
π

−
=   ( )x−∞ < < +∞  

求电压 Y 的均值，即是求数学期望 ( )E Y 。 

   

2 2

2 2 218 18

0

2

0

1 3
1

2 2

0 0

1 10
( ) (5 ) 5

3 2 3 2

10 1
18 18

18 3 2 2

90 90 90 3
( )
2

x x

t

t t

E Y E X x e dx x e dx

x
t te dt

t

t e dt t e dt

π π

π

π π π

− −+∞ +∞

−∞

+∞ −

+∞ +∞ −− −

= = =

=

= = = Γ

∫ ∫

∫

∫ ∫

令  

其中
3 1 1 1

( ) ( )
2 2 2 2

πΓ = Γ = ，代入 E（Y），得 

  
90 1

( ) 45
2

E Y Vπ
π

= × =  

另一方法。由 2 2( ) ( ) [ ( )]E X D X E X= + ，得 

2( ) 5 ( ) 5(9 0) 45E Y E X V= = + =  

------------------------------------------------------------------------------- 

15．将 n 只球（1 n− 号）随机地放进 n 只盒子（1 n− 号）中去，一只盒子只装一只求。若

一只球装入与球同号的盒子中，称为一个配对。记 X 为总的配对数，求 ( )E X 。 

解   引进随机变量 

     
1,

0,iX


= 


  
第i号球放进第i号盒子

第i号球未放进第i号盒子
  ( 1,2, , )i n= ⋯  

则
1

n

i
i

X X
=

=∑ 。因为将 n 只球随机地放进 n 只盒子，看做把 n 只球进行全排列，有 !n 排列

数。第 i 号盒子，剩余的（n-1）只球进行全排列，有（n-1）！种排列数。由此得 iX 的分布

律为 

    

( 1)! 1
{ 1}

!
1

{ 0} 1

i

i

n
P X

n n

P X
n

−= = =

= = −
 



 

 

所以
1 1 1

( ) 1 0 (1 )iE X
n n n

= × + × − = 。由数学期望性质得 

   
1 1

1
( ) ( ) ( ) 1

n n

i i
i i

E X E X E X n
n= =

= = = × =∑ ∑  

------------------------------------------------------------------------------- 

21．设长方形的高（以 m计） (0, 2)X U∼ ，已知长方开的周长（以 m 计）为 20，求长方形

面积 A的数学期望和方差。 

解   设长方形的长为 Y，有 20=2Y+2X，由 10=Y+X，得 Y=10-X，则长方形面积 A=（10-X）X，

X 的概率密度为 

     

1
,

( ) 2
0,

f x

= 


  
0 2x< <
其他

 

所求数学期望为 

     

2

0

2
2 2 3

0
0

1
( ) [(10 ) ] (10 )

2

1 1 1
5( ) ( )

2 2 3

3 26
10 8.667

4 3

E A E X X x x dx

x x

= − = −

= −

= − = =

∫

 

又 

     
22 2 2 2

0

1
( ) [((10 ) )) ] (10 )

2
E A E X X x x dx= − = −∫  

所求方差为 

    2 2 2( ) ( ) [ ( )] 96.533 (8.667) 21.42D A E A E A= − = − =  

------------------------------------------------------------------------------- 

23．五家商店联营，它们每两周售出的某种农产品的数量（以 kg计）分别为 1X ， 2X ， 3X ，

4X , 5X 。 已 知 1 (200,225)X N∼ ， 2 (240,240),X N∼ 3 (180,225)X N∼ ，

4 (260,265)X N∼ ， 5 (327,270)X N∼ ， 1X ， 2X ， 3X ， 4X ， 5X 相互独立。 

   （1）求五家商店两周的总销售量均值和方差； 

   （2）商店每隔两周进贷一次，为了使新的供货到达前商店不会脱销的概率大于 0.99，问

商店的仓库应至少储存多少公斤该产品？ 

解   （1）与第 21 题类似。利用服从正态分布的独立变量的线性组合仍然服从正态分布这

一重要结论。设
5

1
i

i

X
=
∑ 表示 5 家商店两周的总销售量，则有

5

1
i

i

X
=
∑ 服从正态分布，且 



 

 

5

1 1

( ) ( ) 200 240 180 260 320 1200
n

i i
i i

E X E X
= =

= = + + + + =∑ ∑  

5

1 1

( ) ( ) 225 240 225 265 270 1225
n

i i
i i

D X D X
= =

= = + + + + =∑ ∑  

故 5 家商店两周的总销售量
5

1
i

i

X
=
∑ 的均值为 1200，方差为 1225。 

（2）设 Y=
5

1
i

i

X
=
∑ ，S 表示仓库存量，根据题意得 

  { } 0.99P Y S≤ >  

由（1）知 (1200,1225)Y N∼ ，所以 

     
1200 1200 1200

{ } 0.99, ( ) 0.99
35 35 35

Y S S
P

− − −≤ > Φ >  

查表得
1200

( ) 2.33
35

S −Φ > ，解出 2.33 35 1200 1281.55S > × + = ，因此商店的仓库应至少

储存 1282kg 该产品。 

------------------------------------------------------------------------------- 

29．设随机变量（X，Y）的分布律为 

   

   X 

Y 

 

-1      0        1         

 

-1 

  

0 

 

1 

 
1

8
     

1

8
      

1

8
     

1

8
      0      

1

8
 

1

8
     

1

8
      

1

8
 

验证 X和 Y是不相关的，但 X和 Y 不是相互独立的。 

证明   第 24 题是二维连续型随机变量，此题是二维离散型随机变量，但它们都有相同的结

果。 

关于 X的边缘分布律为  

 

关于 Y的边缘分布律为 

      

   Y -1      0     1 

{ }jP Y y=  
3

8
      

2

8
    

3

8
 

X  -1      0     1 

{ }iP X X=  
3

8
      

2

8
    

3

8
 



 

 

因为 { 0, 0} 0,P X Y= = = 而
2 2

{ 0} , { 0} ,
8 8

P X P Y= = = =  

故 { 0, 0} { 0} { 0}P X Y P X P Y= = ≠ = = ，所以 X 和 Y 不相互独立。 

  下面求 X，Y的数字特征。 

   
2 2

2 2

3 2 3
( ) ( 1) 0 1 0

8 8 8
3 2 3

( ) ( 1) 0 1 0
8 8 8

3 2 3 3
( ) ( ) ( 1) 0 1

8 8 8 4
3 2 3 3

( ) ( ) ( 1) 0 1
8 8 8 4

E X

E Y

D X D X

D Y D Y

= − × + × + × =

= − × + × + × =

= = − × + × + × =

= = − × + × + × =

 

关于 XY 的分布律为 

    

XY -1      0     1 

kP  
2

8
      

4

8
    

2

8
 

其中 

  

{ 1} { 1, 1} { 1, 1}

1 1 2

8 8 8
{ 1} { 1, 1} { 1, 1}

1 1 2

8 8 8
{ 0} 1 { 1} { 1}

2 2 4
1

8 8 8

P XY P X Y P X Y

P XY P X Y P X Y

P XY P XY P XY

= − = = − = + = = −

= + =

= = = − = − + = =

= + =

= = − = − + =

= − − =

 

由此得 

  
2 4 2

( ) ( 1) 0 1 0
8 8 8

E XY = − × + × + × =  

则 X和 Y 的相关系数为 

   
( , ) ( ) ( ) ( )

0
( ) ( ) ( ) ( )

COV X Y E XY E X E Y
XY

D X D Y D X D Y
ρ −= = =  

故 X和 Y 不相关。 

------------------------------------------------------------------------------- 

31．设随机变量（X，Y）具有概率密度 

       
1,

( , )
0,

f x y


= 


  
,0 1y x x< < <

其他
 

求   ( ), ( ), ( , )E X E Y COV X Y 。 



 

 

解   下面是直接利用二维随机量（X，Y）的概率密度求随机变量的数字特征。 

     

1 1 2

0 0

1

0

1 1

0 0

2
( ) 2

3

( ) 0

( ) 0

x

x

x

x

x x

x x

E X dx xdy x dx

E Y dx ydy

E XY dx xydy xdx ydy

−

−

− −

= = =

= =

= = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

则 X和 Y 的协方差为  

   ( , ) ( ) ( ) ( ) 0COV X Y E XY E X E Y= − =  

 

第五章第五章第五章第五章   大数定律及中心极限定理大数定律及中心极限定理大数定律及中心极限定理大数定律及中心极限定理 

 

习题解析习题解析习题解析习题解析 

------------------------------------------------------------------------------- 

1．据以往经验，某种电器元件的寿命服从均值为 100 小时的指数分布。现随机地取 16只，

设它们的寿命是相互独立的。求这 16 只元件的寿命的总和大于 1920 小时的概率。 

解   利用独立同分布中心极限定理。设 X表示电器元件的寿命，则 X 的概率密度为 

     
1001

,
( ) 100

0,

x

e
f x

−
= 



  
0x >

≤x 0
 

随机取出 16 只元件，其寿命分别用 1 2 16, , ,X X X⋯ 表示，且它们相互独立，同服从均值为

100 的指数分布，则 16 只元件的寿命的总和近似服从正态分布。设寿命总和为
16

1
i

i

Y X
=

=∑ ，         

其 中 2( ) 100, ( ) 100i iE X D X= = ， 由 此 得

16 16
2

1 1

( ) ( ) 16 100 1600, ( ) ( ) 16 100i i
i i

E Y E X D Y D X
= =

= = × = = = ×∑ ∑ 。由独立同分布中心极限

定理知，Y 近似服从正态分布 2(1600,16 100 )N × ，于是 

   
2 2

2

{ 1920} 1 { 1920}

1600 1920 1600
1 { }

16 100 16 100
1600 320

1 { }
40016 100

1 (0.8) 1 0.7881 0.2119

P Y P Y

Y
P

Y
P

> = − ≤
− −= − ≤
× ×

−= − ≤
×

≈ − Φ = − =

 

其中 ( )Φ i 表示标准正态分布函数。 

------------------------------------------------------------------------------- 



 

 

4．设各零件的重量都是随机变量，它们相互独立，且服从相同的分布，其数学期望为 0.5kg，

均方差为 0.1kg,问 5000 只零件的总重量超过 2510kg 概率是多少? 

解   利用独立同分布中心极限定理.设 iX 表示第 i 只零件的重量(i=1,2,…,5000),且

2( ) 0.5, ( ) 0.1i iE X D X= = 。 设 总 重 量 为
5000

1
i

i

Y X
=

=∑ ， 则 有

2( ) 5000 0.5 2500, 5000 0.1 50E Y DY= × = = × = 。由独立同分布中心极限定理知 Y 近似服

从正态分布 (2500,50)N ，而
2500

50

Y −
近似服从标准正态分布 N（0，1）所求概率为 

   

2500 2510 2500
{ 2510} { }

50 50
2500

{ 1.4142}
50

1 (1.4142)

1 0.9207 0.0793

Y
P Y P

Y
P

− −> = >

−= >

≈ − Φ
= − =

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

第六章第六章第六章第六章  样本及抽样分布样本及抽样分布样本及抽样分布样本及抽样分布 

习题解析习题解析习题解析习题解析 

 

1.在总体 2(52,6.3 )N 中随机抽一容量为 36 的样本，求样本均值 X 落在 50.8 到 53.8 之间的

概率。 

解   样本均值 X 服从正态分布 2(52,6.3 )N ，由此得
52

(0,1)
6.3 6

X
N

−
∼ 。所求概率为 

   

50.8 52 52
{50.8 53.8} { }

6.3 6 6.3 6

(1.714) ( 1.143)

0.9564 (1 0.8729)

0.8293

X
P X P

− −< < = <

= Φ − Φ −
= − −
=

 

其中 ( )Φ i 表示标准正态分布函数。 

------------------------------------------------------------------------------- 

3.在总体 (20,3)N 的容量分别为 10，15 的两独立样本均值差的绝对值大于 0.3 的概率。 

解   设 11 12 1, , ,10X X X 与 21 22 2, , , ,15X X X⋯ 是从总体 (20,3)N 中抽取的两个独立样本，



 

 

10 15

1 1 2 2
1 1

1 1
,

10 15i i
i i

X X X X
= =

= =∑ ∑ 分别表示两个样本均值，因为 1X 与 2X 独立，所以

1 2( )X X− 服从正态分布
3 3

(0, )
10 15

N + ，即 1 2
1

(0, )
2

X X N− ∼ 。所求概率为 

   

1 2

1 2

1 2

0.3
{ 0.3} { }

1 2 1 2

1 { 0.3 1 2}
1 2

2 2 (0.424)

2 2 0.6628 0.6744

X X
P X X P

X X
P

−
− > = >

−
= − ≤

= − Φ
= − × =

 

------------------------------------------------------------------------------- 

6．设总体 1 2(1, ), , , , nX b p X X X∼ ⋯ 是来自 X 的样本。 

（1）求 1 2( , , , )nX X X⋯ 的分布律； 

（2）求
1

n

i
i

X
=
∑ 的分布律； 

（3）求 2( ), ( ), ( )E X D X E S 。 

解   （1）由 1 2, , , nX X X⋯ 相互独立及与总体同分布，得 1 2( , , , )nX X X⋯ 的分布律为 

      
1

11
1 2

1

( , , , ) (1 ) (1 )

n n
n xii

i
i i i

n x
x x

n
i

p x x x p p p p
− ∑

=
=−

=

∑
= − = −∏⋯       

( 0,1; 1,2, , )ix i n= = ⋯
 

（2）样本 1 2, , , nX X X⋯ 来自伯努得分布总体，可以理解为将伯努利试验重复独立地做 n

次，令随机变量 

     
1,

0,iX


= 


 
A

A

第i次试验事件 发生

第i次试验事件 发生
 

而 n 次试验中事件 A发生的次数为
1

n

i
i

X X
=

=∑ ，则 X服从二项分布 ( , )b n p ，其分布律为 

1{ } (1 )x x n
nP X x C p p −= = −    0,1,2, , )x n= ⋯  

（3） 



 

 

    

1 1 1

2
1 1

2
1

1 1 1
( ) ( ) ( ) ,

1 1
( ) ( ) ( )

1 (1 )
(1 )

n n n

i i
i i i

n n

i i
i i

n

i

E X E X X p p
n n n

D X D X D X
n n

p p
p p

n n

= = =

= =

=

= = = =

= =

−= − =

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

而

 

为了求
2( )E S ，首先将

2S 整理为 

   

2 2

1

2 2

1

2 2

1 1 1

2 2 2

1

2 2

1

1
( )

1

1
( 2 ( ) )

1

1
[ 2 ( ) ]

1

1
[ 2 ( ) ( ) ]

1

1
[ ( ) ]

1

n

i
i

n

i i
i

n n n

i i
i i i

n

i
i

n

i
i

S X X
n

X X X X
n

X X X X
n

X n X n X
n

X n X
n

=

=

= = =

=

=

= −
−

= − +
−

= − +
−

= − +
−

= −
−

∑

∑

∑ ∑ ∑

∑

∑

 

则得 

   

2 2 2 2

1

2 2

1

2 2

1
( ) [ ( ) (( ) )]

1

1 (1 )
[ ( (1 ) ) ( )]

1

1
[ (1 ) (1 ) ]

1
1

( 1) (1 ) (1 )
1

n

i
i

n

i

E S E X nE X
n

p p
p p p n p

n n

np p np p p np
n

n p p p p
n

=

=

= −
−

−= − + − +
−

= − + − − −
−

= − − = −
−

∑

∑
 

第 （ 3 ） 小 题 求 解 过 程 中 ， 主 要 用 到 样 本 的 独 立 性 及 与 总 体 同 分 布 性 ， 即

( ) ( ) , ( ) ( ) (1 )( 1, 2, , );i iE X E X p D X D X p p i n= = = = − = ⋯ 又用到数学期望和方差的性

质，即
1 1 1 1

( ) ( ), ( ) ( )
n n n n

i i i i
i i i i

E X E X D X D X
= = = =

= =∑ ∑ ∑ ∑ 。实际上，此题是验证了重要的结论：

样本均值的数学期望等于总体的数学期望；样本均值的方差等于总体方差除以样本容量；样

本方差的数学期望等于总体方差。即
2( )

( ) ( ), ( ) , ( ) ( )
D X

E X E X D X E S D X
n

= = = 。 

------------------------------------------------------------------------------- 

7．设总体
2

1 2 10( ), , , ,X x n X X X∼ ⋯ 是来自 X 的样本，求
2( ), ( ), ( )E X D X E S 。 

解   首先求总体 X 的数学期望和方差，再利用第 6 题的重要结果。总体 X 的概率密度为 



 

 

  

1
2 2

2

1
,

( ) ( )2
2

0,

n x

n x e
nf x

− −
= Γ



  
0

0

x

x

>
≤

 

X 的数字特征求解如下： 

      

1
2 2

0
2

2
1

2 2

0
2

2

2
2

1
2 2

20
2 2

2

2

2

1
( )

( )2
2

1

( )2
2

2
( )2 12

2
( )2 ( )2
2 2

( )2
2 2

( )2
2

n x

n

n x
dx

n

n

n x

n n

n

n

E X x x e dx
n

x e
n

n

x e dx
n n

n n

n

+∞ − −

++∞ − −

+

++∞ − −

+

+

=
Γ

=
Γ

+Γ
=

+Γ Γ

Γ
=

Γ

∫

∫

∫
 

其中积分 

   
2

1
2 2

20
2

1

2
( )2

2

n x

n x e dx
n

++∞ − −

++Γ
∫  

中的被积函数是服从自由度为 ( 2)n + 的
2X 分布的概率密度，因此积分值是 1。同理得 



 

 

   

12 2 2

0
2

4
1

2 2

0
2

4

2
4

1
2 2

40
2 2

4

2

2

4

2

2

2 2 2

1
( )

( )2
2

1

( )2
2

4
( )2 12

4
( )2 ( )2
2 2

4
( )2

2

( )2
2

2
( )2

2 2 2 ( 2)

( )2
2

( ) ( ) [ ( )] ( 2) 2

n x

n

n x
dx

n

n

n x

n n

n

n

n

n

E X x x e dx
n

x e
n

n

x e dx
n n

n

n

n n n

n n
n

D X E X E X n n n n

+∞ − −

++∞ − −

+

++∞ − −

+

+

+

=
Γ

=
Γ

+Γ
=

+Γ Γ

+Γ
=

Γ

+ Γ
= = +

Γ

= − = + − =

∫

∫

∫

i

 

由此可见，
2X 分布的数学期望等于自由度，方差等于 2 倍的自由度。于是 

  

2

( ) ( )

( ) 2
( )

10 5

( ) ( ) 2

E X E X n

D X n n
D X

n

E S D X n

= =

= = =

= =

 

------------------------------------------------------------------------------- 

9．设在总体
2( , )N µ σ 中抽取一容量为 16 的样本。这里

2,µ σ 均为未知。 

（1）求
2 2{ 2.041}P S σ ≤ ，其中

2S 为样本方差； 

（2）求 D（
2S ）。 

解   （1）由
2

2
2

( 1)
( 1)

n S
X n

σ
− −∼ ，得

2
2

2

15
(15)

S
X

σ
∼ 。所求概率为 

 

 

2 2

2 2

2

2

15
{ 2.041} { 15 2.041}

15
1 { 30.615}

1 0.01 0.99

S S
P P

S
P

σ σ

σ

≤ = ≤ ×

= − >

= − =



 

 

根据自由度 15和上侧分位点 30.615（表中为 30.578）查
2X 分布表得概率为 0.01. 

(2)由
2

2
2

15S
X

σ
∼ 有 

2 2
2

2 4

15 15
( ) 2 15 30, ( ) 30

S S
D D S

σ σ
= × = =  

由此得 

    
4

2 4
2

30 2
( )

15 15
D S

σ σ= =  

------------------------------------------------------------------------------- 

 

第七章第七章第七章第七章  参数估计参数估计参数估计参数估计 

习题解析习题解析习题解析习题解析 

第第第第 1111～～～～13131313 题题题题        求参数点估计的方法和估计量评选的标准求参数点估计的方法和估计量评选的标准求参数点估计的方法和估计量评选的标准求参数点估计的方法和估计量评选的标准    

------------------------------------------------------------------------------- 

1．随机地取 8 只活塞环，测得它们的直径为（以 mm计）74.001  74.005  74.003  74.001  

74.000  73.998  74.006  74.002试求总体均值ϕ 及方差σ 的矩估计值,并求样本方差
2S 。 

解  不论总体 X服从任何分布，只要 X的数学期望和方差存在，则总体均值 ( )E X µ= 和方

差
2( )D X σ= 的 矩 估 计 值 分 别 为 样 本 均 值 和 样 本 二 阶 中 心 矩 ， 即

2 2
2

1

1
, ( )

n

i
i

x B x x
n

µ σ
∧

=
= = = −∑ 。 

根据已知数据，经计算得 

    

8

1

8
2 6

2
1

1
74.002

8

1
( ) 6 10

8

i
i

i
i

x x

B x x

=

−

=

= =

= − = ×

∑

∑
 

于是ϕ 和
2σ 的矩估计值分别为

2 674.002, 6 10ϕ σ
∧ −= = × 。样本方差为 

   
8

2 2 2 6

1 1

1 1
( ) ( ) 6.86 10

1 7

n

i i
i i

s x x x x
n

−

= =
= − = − = ×

− ∑ ∑  

  计算
2

2, ,x B s 都比较麻烦，借助计算器，在统计状态下，按相应的键就可以得到所需要的

结果。 

------------------------------------------------------------------------------- 

2．设 1 2, , , nX X X⋯ 为总体的一个样本， 1 2, , , nx x x⋯ 为一相应的样本值。求下述各总体的



 

 

密度函数或分布律中的未知参数的矩估计量和估计值。 

（1）

( 1) ,
( )

0,

c x
f x

θ θθ − +
= 


  
x c>
其他

 

其中 0c > 为已知参数， 1,θ θ> 不未知参数。 

（2）
1,

( )
0,

x
f x

θθ −= 


  
0 1x≤ ≤
其他

 

其中 1,θ θ> 不未知参数。 

（3） { } ( ) (1 ) ( 0,1,2, ), ,
m

x m x

x
P X x p p x m−= = − = ⋯ 其中0 1p< < ， p 为未知参数。 

解   求一个未知参数的矩估计量，首先求总体 X 的数学期望，然后令总体数学期望等于样

本均值，解此方程，得未知参数的矩估计量。 

（1） 

( 1)

( 1)

1

( )

1
( )
1

( )
1 1

c c

c

E X x c x dx c x dx

c x

c c
c

θ θ θ θ

θ θ

θ
θ

θ θ

θ
θ

θθ
θ θ

+∞ +∞− + −

− + +∞

−

= =

=
−

−= =
− −

∫ ∫

 

对样本的一组观察值 1 2, , , nx x x⋯ ，得样本均值为 x 。 

令
1

c
x

θ
θ

=
−

，解得
x

x c
θ
∧

=
−

，则
x

x c
θ
∧

=
−

为θ 的矩估计值，相就的
X

X c
θ
∧

=
−

为θ 的

矩估计量。其中
1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ 是随机变量，表示对样本的不同观察值，它取值不同，所以

X

X c
θ
∧

=
−

是随机变量。 

（2） 

1 11

0 0
( )

1
E X x x dx x dxθ θ θθ θ

θ
−= = =

+∫ ∫  

对样本的一组观察值 1 2, , , nx x x⋯ ，令
1

x
θ

θ
=

+
，得θ 的矩估计值为

2( )
1

x

x
θ
∧

=
−

， θ 的

矩估计值为
2( )

1

X

X
θ
∧

=
−

。 

（3）总体 X 服从二项分布 ( , )b m p ，由此得 ( )E X mp= ，对样本的一组观察值 1 2, , , nx x x⋯ ，



 

 

令mp x= ，得 p 的矩估计值为
x

p
m

∧
= ，p 的矩估计量为

X
p

m

∧
= 。 

------------------------------------------------------------------------------- 

4．（1）设总体 X 具有分布律 

     

X 1         2            3 

kP  2θ       2 (1 )θ θ−     2(1 )θ−  

其中 (0 1)θ θ< < 为未知参数。已知取得了样本值 1 2 31, 2, 1x x x= = =  。试求θ 的矩估计值

和最大似然估计量。 

（2）设 1 2, , , nX X X⋯ 是来自参数为 的泊松分布总体的一个样本，试求λ 的最大似然估计

量及矩估计量。 

解   （1）
2 2( ) 1 2 2 (1 ) 3 (1 ) 3 2E X θ θ θ θ θ= × + × − + × − = − 。 

样本均值
1 2 1 4

3 3
x

+ += = ，令3 2θ− ，得θ 的矩估计值为
5

6
θ
∧

= 。 

似然函数为 

       
4 5( ) 2 (1 ) 2 (1 )L θ θ θ θ θ θ= − = −  

对数似然函数为 

      1 ( ) 1 2 51 1 (1 )nL n nl nθ θ θ= + + −  

似然方程为 

      
1 ( ) 5 1

0
1

d nL

d

θ
θ θ θ

= − =
−

 

得θ 的最大似然估计值为
5

6
θ
∧

= 。 

（2）总体 X 服从泊松分布，其分布律为 

      { }
!

xe
P X x

x

λλ−

= =  （ 0,1,2,x = ⋯） 

而 ( )E X λ= ，令 Xλ = ，得λ 的矩估计量为 Xλ
∧

= 。 

似然函数为 

    
11 1

1
( ) ( )

! !

ixn n n
n

i
ii ii i

e
L e x

x x

λ
λλλ λ

−
−

== =

= = ∑∏ ∏  

对数似然函数为 

    
1 1

1 ( ) 1 ! 1
n n

i i
i i

nL n nx x nλ λ λ
= =

= − − +∑ ∑  



 

 

似然方程为 

11 ( )
0

n

i
i

x
d nL

n
d

λ
λ λ

== − + =
∑

 

得λ 的最大似然估计值为
1

1 n

i
i

x x
n

λ
∧

=

= =∑ ，λ 的最大似然估计值为 Xλ
∧

= 。λ 的矩估计量

和最大似然估计量相等。 

 

16．设某种清漆的 9个样品，其干燥时间（以小时计）分别为 

     6.0  5.7  5.8  6.5  7.0  6.3  5.6  6.1  5.0 

设干燥时间总体服从正态分布
2( , )N µ σ 。求µ 的置信水平为 0.95 的置信区间。 

(1)若由以往经验知 0.6( );σ = 小时 （2）若σ 为未知。 

解   （1）若σ 为已知，求µ 的置信区间，选取服从标准正态分布的随机变量（样本的函

数）。具体步骤如下： 

      ①随机变量 (0,1)
X

Z N
n

µ
σ

−= ∼ 。 

      ②给定置信水平1 0.95a− = ，使 

           0.025{ } 0.95
X

P z
n

µ
σ

− < =  

查标准正态分布表得分位点为 0.025z =0.96。等价于 

       { 1.96 1.96} 0.95P X X
n n

σ σµ− × < < + × =  

③µ 的置信水平为 0.95 的置信区间为 

     ( 1.96, 1.96)X X
n n

σ σ− × + ×  

④由样本数据，经计算得样本均值为 6x = ，已知 0.6, 9nσ = = ，于是µ 的置信水平为 0.95

的置信区间为 

    
0.6 0.6

(6 1.96,6 1.96) (5.608,6.392)
3 3

− × + × =  

实际上这是µ 的一个确定的置信区间。 

（2）若σ 未知，求µ 的置信区间，先取服从 t 分布的随机变量，具体步骤如下： 

①随机变量（样本的函数）为 ( 1)
X

t t n
S n

µ−= −∼ 。 



 

 

②给定置信水平1 0.95a− = ，使 0.025{ (8)} 0.95
X

P t
S n

µ− < =  

查 t 分布表得分位点为 0.025 (8) 2.3060t = 。等价于 

   { 2.3060 2.3060} 0.95
S S

P X X
n n

µ− × < < + × =  

③µ 的置信水平为 0.95 的置信区间为 

    ( 2.3060, 2.3060)
S S

X X
n n

− × + ×  

④由样本数据,经计算得样本均值为 6x = ,样本标准差为 0.5745s = .于是 µ 的置信水平为

0.95 的置信区间为 

    
0.5745 0.5745

(6 2.3060,6 2.3060) (5.558,6.442)
3 3

− × + × =  

不论标准正态分布,还是 t 分布,查分位点时,都与任何未知参数无关。选取的样本的函数，

含有待估的参数µ ，不含其他的未知参数。 

------------------------------------------------------------------------------- 

18．随机地取某种炮弹 9发做试验，得炮口速度的样本标准差 11s m s= 。设炮口速度服从

正态分布。求这种炮口速度的标准差σ 的置信水平为 0.95 的置信区间。 

解   求标准差σ 的置信区间时，首先求方差
2σ 的置信区间。选取的随机变量（样本的函

数）为 

      
2

2 2
2

( 1)
( 1)

n S
X X n

σ
−= −∼  

给定置信水平1 0.95a− = ，使 

    
2

2 2
0.975 0.0252

( 1)
{ (8) (8)} 0.95

n S
P X X

σ
−< < =  

查
2X 分布表得分位点为

2 2
0.975 0.025(8) 2.180, (8) 17.535X X= = 。等价于 

  
2 2( 1) ( 1)

{ } 0.95
17.535 2.180

n S n S
P σ− −< < =  

于是
2σ 的置信水平为 0.95 的置信区间为 

  
2 2( 1) ( 1)

( , )
17.535 2.180

n S n S− −
 

将 9, 11n s= = 代入，得
2σ 的置信水平为 0.95 的置信区间为 



 

 

  
2 28 11 8 11

( , ) (55.2,444.0)
17.535 2.180

× × =  

由此得σ 的置信水平为 0.95 的置信区间为 

   ( 55.2, 444.0) (7.43,21.07)=  

 

------------------------------------------------------------------------------- 

23．设两位化验员 A，B独立地对某种聚合物含氯量用相同的方法各作 10 次测定，其测定值

的样本方差依次为
2 20.5419, 0.6065A Bs s= = 。设

2 2,A Bσ σ 分别为 A，B 所测定的测定值总体

的方差，设总体均为正态的，且两样本独立。求方差比
2 2
A Bσ σ 的置信水平为 0.95 的置信区

间。 

解   选取随机变量（样本的函数）服从 F分布，即 

   
2

1 22
2

2

( 1, 1)A

A
B

B

S
F F n n

S
σ
σ

= − −∼  

给定置信水平1 0.95a− = ，使 

   
2

0.975 0.9752
2

2

{ (9,9) (9,9)) 0.95A

A
B

B

S
P F F

S
σ
σ

= < < =  

查 F 分布表得分位点为 0.025 (9,9) 4.03F = 。等价于 

2 2 2

2 2 2
0.025 0.975

{ 0.95
(9,9) (9,9)

A A A

B B B

S S
P

S F S F

σ
σ

< < =  

其中 0.975
0.975

1
(9,9)

(9,9)
F

F
= 。于是

2

2
A

B

σ
σ

的置信水平为 0.95 的置信区间为 

0.5419 0.5419 4.03
( , ) (0.222,3.601)
4.03 0.6065 0.6065

× =
×

 

------------------------------------------------------------------------------- 

24．在一批货物的容量为 100 的样本中，经检验发现有 16 只次品，试求这批货物次品率的

置信水平为 0.95 的置信区间。 

解   大样本时，求非正态总体未知参数的置信区间，利用中心极限定理。设总体 X 服从（0-1）

分布，其分布律为 

     
1{ } (1 ) xP X x p p −= = −   ( 0,1)x =  

   其中参数 p未知。从该总体抽取容量为 100 的样本 1 2 100, , ,X X X⋯ ，设
100

1
i

i

X
=
∑ 表示样本



 

 

中的次品数，
100

1

1

100 i
i

X X
=

= ∑ 表示样本的次品率，由棣莫佛-拉普拉斯中心极限定理知
100

1
i

i

X
=
∑

近似服从正态分布 (100 ,100 (1 ))N p p p− ，而

100

1

100

100 (1 )

i
i

X p
Z

p p
=

−
=

−

∑
近似服从标准正态分布。

给定置信水平1 0.95a− = ，使 

    

100

1
0.025

100
{ } 0.95

100 (1 )

i
i

X p
P z

p p
=

−
= < ≈

−

∑
 

也可以写为 

   0.025{ } 0.95
(1 ) 100

X p
P z

p p

−= < ≈
−

 

解绝对值不等式 0.025
(1 ) 100

X p
z

p p

− <
−

，等价于解 

    
2 2 2 2
0.025 0.025(100 ) (2 100 ) 100( ) 0z p X z p X+ − × + + <  

则得 

   

2 2 2 2 2
0.025 0.025 0.025

1 2
0.025

2 2 2 2 2
0.025 0.025 0.025

2 2
0.025

200 (200 ) 400(100 )( )

2(100 )

200 (200 ) 400(100 )( )

2(100 )

X z X z z X
p

z

X z X z z X
p

z

+ − + − +
=

+

+ + + − +
=

+

 

于是 p的近似置信水平为 0.95 的置信区间为 

   1 2( , )p p  

查标准正态分布表得分位点为 0.025 1.96z = ，将样本均值
16

0.16
100

x = = 代入 1 2,p p 的表达

式，得 

  

2 2 2 2 2

1 2

2 2 2 2 2

2 2

200 0.16 1.96 (200 0.16 1.96 ) 400(100 1.96 ) 0.16

2 (100 1.96 )

0.102

200 0.16 1.96 (200 0.16 1.96 ) 400(100 1.96 ) 0.16

2 (100 1.96 )

0.244

p

p

× + − × + − + ×
=

× +
=

× + + × + − + ×
=

× +
=

 

由此得 p 的近似置信水平为 0.95 的置信区间为 



 

 

   (0.102,0.244)  

另一种方法。p的近似置信水平为 0.95 的置信区间为 

  
(1 ) (1 )

( 1.96, 1.96)
100 100

X X X X
X X

− −− × + ×  

将 0.16x = 代入，得 p 的近似置信水平为 0.95 的置信区间为 

  
0.16 0.84 0.16 0.84

(016 1.96,016 1.96) (0.088,0.232)
100 100

× ×− × + × =  

  前种方法，p 的近似置信区间的长度 0.142L = ；后种方法，p 的近似置信区间的长度

0.144L = 。由此可见，前种方法比后种方法精度高。后种方法是把
(1 )

( )
p p

D X
n

−= 中的

p 用无偏估计量 X 代入，因此增加了误差。 

 

 

第八章第八章第八章第八章  假设检验假设检验假设检验假设检验 

习题解析习题解析习题解析习题解析 

        正态总体均值的假设检验正态总体均值的假设检验正态总体均值的假设检验正态总体均值的假设检验 

------------------------------------------------------------------------------- 

1．某批矿砂的 5 个样品中的镍含量，经测定这（%） 

   3.25  3.27  3.24  3.26  3.24 

没测定值总体服从正态分布,但参数均未知。问在 0.01a = 下能否接受假设：这批矿吵的镍

含量的均值为 3.25。 

   解   测定值
2 2( , ), ,X N µ σ µ σ∼ 未知，关于均值µ 的假设检验，用 t检验法。检验过

程如下： 

  ①提出原假设和备择假设 

    0 : 3.25H µ =   1 : 3.25H µ =  

②选取检验统计量 

当原假设为真时，检验统计量为 

  
3.25

( 1)
X

t t n
S n

−= −∼  

因为总体方差
2σ 未知，故选取服从 t 分布的检验统计量。 

③确定拒绝原假设的域 

给定显著性水平 0.01a = ，使 

   { }0.005 (4) 0.01P t t≥ =  

查 t 分布表得临界值为 0.005 (4) 4.6041t = ，则拒绝域为 



 

 

   ( , 4.6041]−∞ − ∞或[4.6041,+ ) 

④计算检验统计量的观察值 

根据给定的样本观察值，经计算得样本均值为
5

1

1
3.252

5 i
i

x x
=

= =∑ ，样本标准差为

5
2

1

1
( ) 0.013

4 i
i

s x x
=

= − =∑ 。则 t 的观察值为 

3.252 3.25 0.002 5
0.344

0.0130.013 5
t

− ×= = =  

⑤作推断 

   国为 0.344 4.6041t = < ，即 t 的观察值不落在拒绝域中，所以接受原假设，或说不拒

绝原假设。可以认为这批矿砂的镍含量的均值为 3.25。 

   检验统计量 t 是样本的函数，当原假设为真时，不含任何未知参数。今后说确定拒绝域，

就是指确定拒绝原假设的域。对于样本的一组观察值 1 2 1 2, , , , ( , , , )n nx x x x x x⋯ ⋯ 是 n 维空间

的一个点，也冰是一次试验的结果。此题 0.344 4.6041t = < ，说明根据一次试验结果

3.252x = ，未导致小概率事件发生，所以接受原假设。 

------------------------------------------------------------------------------- 

3.要求一种元件平均使用寿命不得低于 1000 小时，生产者从一批这种元件中随机抽取 25

件，测得其寿命的平均值为 950 小时。已知该种元件寿命服从标准差为 100σ = 小时的正态

分布。试在显著性水平 0.05σ = 下确定这批元件是否合格？设总体均值为µ ，µ 未知。即

需检验假设 

        0 1: 1000, : 1000H Hµ µ≥ <  

解   元件寿命
2( ,100 )X N µ∼ ，总体方差

2σ 已知，关于总体均值µ 的假设检验，用正态

检查验法。 

①检验假设 

   0 1: 1000, : 1000H Hµ µ≥ < （是单边检验问题） 

②选取检验统计量 

当原假设为真时，检验统计量为 

   
1000

(0,1)
X

Z N
nσ

−= ∼  

因为总体方差
2σ 已知，故选取服从标准正态分布的检验统计量。 



 

 

③确定拒绝域 

显然，
1000

(0,1)
X

Z N
nσ

−= ∼ 偏小到一定程度，有可能拒绝原假设，给定显著性水平

0.05a = ，使 

    0.05{ } 0.05P Z z≤ − =   0.05( 0)z >  

查标准正态分布表得临界值为 0.05 1.645z = ，则拒绝域为 

  ( , 1.645]−∞ −  

④计算检验统计量的观察值 

  
950 1000 5 ( 50)

2.5
100100 25

z
− × −= = = −  

⑤作推断 

由于 z 的值落在拒绝域中，所以拒绝原假设。可以认为这批元件不合格。 

当假设检验是单边检验时，其拒绝域方向的确定是沿着备择假设的不等号方向。 

此题原假设 0 : 1000H µ ≥ ，全部µ 都比 1H 中的要大。当 1H 为真时，X 观察值 x 往往偏小，

对于某一正常驻机构数 c，拒绝域为 x c≤ ，则 

1000

1000

{ } { }

1000 1000
{ }

1000
{ }

P P X c

X c
P

n n

X c
P

n n

µ

µ

µ

σ σ
µ

σ σ

∈

≥

≥

= ≤

− −= ≤

− −≤ ≤

0
0 0

H
拒绝H H 为真

 

因为 1000µ ≥ ，所以 

     
1000 1000 1000

{ } { }
X c X c

n n n n

µ
σ σ σ σ
− − − −≤ ⊂ ≤  

故上式不等式成立。要控制 

  { }P a≤0 0拒绝H H 为真  

只需令 

  1000

1000
{ }

X c
P a

n n
µ

µ
σ σ≥

− −≤ =  

由于 (0,1)
X

N
n

µ
σ

−
∼ ，临界值

1000
( 0)a a

c
z z

nσ
− = − > ，解得 1000 ac z

n

σ= − ，即



 

 

1000 ax z
n

σ≤ − ，拒绝域为 

  
1000

a

x
z z

nσ
−= ≤ −  

给 定 0.05a = ， 则 拒 绝 域 为 0.05

1000x
z z

nσ
−= ≤ − 。 由 此 得 检 验 假 设

0 1: 1000, : 1000H Hµ µ≥ < 与检验假设 0 1: 1000, : 1000H Hµ µ≥ < 的拒绝域相同。 

     一般地，单边假设检验为 

  0 0 1 0 0: , : ( )H Hµ µ µ µ µ≥ < 为已知常数  

与单边假设检验为 0 0 1 0: , :H Hµ µ µ µ= < 类似。拒绝域为 

   0
a

x
z z

n

µ
σ

−= ≤ −  

单边假设检验为 0 0 1 0: , :H Hµ µ µ µ≤ >  

与单边假设检验为 0 0 1 0: , :H Hµ µ µ µ≤ > 类似。拒绝域为 

  0
a

x
z z

n

µ
σ

−= ≤ −  

------------------------------------------------------------------------------- 

4 ． 下 面 列 出 的 是 某 工 厂 随 机 选 取 的 20 只 部 件 的 装 配 时 间 （ min ）：

9.8,10.4,10.6,9.6,9.7,9.9,10.9,11.1,9.6,10.2,10.3,9.6,9.9,11.2,10.6,9.8,10.5,10

.1,10.5,9.7。 

设装配时间的总体服从正态分布
2 2( , ), ,N µ σ µ σ 均未知。是否可以认为装配时间的均值显

著地大于 10（取 0.05a = ）？ 

解   设装配时间 X 服从下态分布
2 2( , ), ,N µ σ µ σ 均未知，关于µ 的假设检验，用 t 检验法。

检验假设 

0 1: 10, : 10H Hµ µ≤ >  

与第 3题分析类似。当原假设为真时，选取检验统计量为 

    
10

( 1)
X

t t n
S n

−= −∼  

给定显著性水平 0.05a = ，使 

   0.05{ (19)} 0.05P t t≥ =  



 

 

查 t 分布表得临界值为 0.05 (19) 1.7291t = ，则得拒绝域为 

  [1.7291, )+∞  

根据样本观察值，经计算得样本均值为 10.2x = ，样本标准差为 0.5099s = ，则 t 的观察

值为 

   
10.2 10 0.2 20

1.754
0.50990.5099 20

t
− ×= = =  

由于 1.754 1.7291t = > ，即 t 的观察值落在拒绝域中，所以拒绝原假设，可以认为装配时

间的均值显著地大于 10。 

 

正态总体方差的假设检验    

------------------------------------------------------------------------------- 

12．某种导线，要求其电阻的标准差不得超过 0.005（欧姆）。今在生产的一批导线中取样

品 9 跟，测得 0.007s = （欧姆），设总体为正态分布，参数均未知。问在水平 0.05a = 下

能否认为这批导线的标准差显著地偏大？ 

解 关于正态总体方差的假设检验。检验假设 

   0 0 1 0: 0.005, : 0.005H Hσ σ σ σ≤ = ≤ =  

因为样本提供的信息为 0.007s = ，强有力的支持备择假设，它的对立是原假设。用
2X 检

验法。 

当原假设为真时，选取检验统计量服从
2X 分布，即 

  
2

2 2
2
0

( 1)
( 1)

n S
X X n

σ
−= −∼  

该统计时是样本的函数，不含任何未知参数。 

  给定显著性水平 0.05a = ，使 

2 2
0.05{ (8)} 0.05P X X≥ =  

查
2X 分布表得临界值为

2
0.05 (8) 15.507X = ，则拒绝域为 

   [15.507, )+∞  

根据样本标准差 0.007, 9s n= = ，得
2X 的观察值为 

   
2

2
2

8 0.007
15.68

0.005
X

×= =  

由于
2 15.68X = 落在拒绝域中，所以拒绝原假设，可以认为这批导线的标准显著偏大。 



 

 

关于总体标准差的假设检验，转化为方差的假设检验，得用
2X 分布查表，其结论相同。 

此题原假设 0 : 0.005H σ ≤ ，说明全部σ 都比 1H 中的要小，当 1H 为真时
2S 的观察值

2s 往

往偏大，对于某一常数c，拒绝为
2s c≥ ，则 

2
0 0 0.005

2

0.005 2 2
0 0

2

0.005 2 2
0

{ } { }

( 1) ( 1)
{ }

( 1) ( 1)
{ }

P H H P S c

n S n c
P

n S n c
P

σ

σ

σ

σ σ

σ σ

≤

≤

≤

= ≥

− −= ≥

− −≤ ≥

拒绝 为真

 

为了使 

  0 0{ }P H H a≤拒绝 为真  

只需令 

  
2

0.005 2 2
0

( 1) ( 1)
{ }

n S n c
P aσ σ σ≤

− −≥ =  

而
2

2

( 1)n S

σ
−

服 从
2X 分 布 ， 查

2X 分 布 表 得
2

2

( 1)
( 1)

0.005 a

n c
X n

− = − ， 解 出

2 20.005 ( 1)

( 1)
aX n

c
n

−=
−

，即
2 2

2 0.005 ( 1)

( 1)
aX n

S
n

−≥
−

。拒绝域为 

   
2

2 2
2

( 1)
( 1)

0.005 a

n s
X X n

−= ≥ −  

给定显著性水平 0.05a = ，则拒绝域为
2

2
0.052

( 1)
( 1)

0.005

n s
X n

− ≥ − 。由此可见，检验假设

0 1: 0.005, : 0.005H Hσ σ≤ > 与检验假设 0 1: 0.005, : 0.005H Hσ σ≤ > 类似，有相同的

拒绝域。 

------------------------------------------------------------------------------- 

14．测定某种溶液中的水份，它的 10 个测定值给出 0.037%s = ，设测定值决体为正态分布，

2σ 为总体方差，
2σ 未知。试在水平 0.05a = 下检验假设 

0 1: 0.04%, : 0.04%H Hσ σ≥ <  

解   检验假设 0 1: 0.04%, : 0.04%H Hσ σ≥ < 是单边假设检验问题，并与检验假设

0 1: 0.04%, : 0.04%H Hσ σ≥ < 类似。用
2X 检验法。检验假设 



 

 

  0 0 1 0: 0.04%, : 0.04%H Hσ σ σ σ≥ = ≥ =  

当原假设为真时，选取检验统计量为 

  
2

2 2
2
0

( 1)
( 1)

n S
X X n

σ
−= −∼  

给定显著性水平 0.05a = ，使 

  2 2
0.95{ (9)} 0.05P X X≤ =  

查
2X 分布表得临界值为

2
0.95 (9) 3.325X = ，则拒绝域为（0，3.325]。 

  根据 0.037%s = ， 10n = ，计算检验统计量
2X 的观察值为 

2
2

2

9 (0.037%)
7.701

(0.04%)
X

×= =  

由于
2 7.701X = 不落在拒绝域中，所以接受原假设，可以认为 0.04%σ ≥ 。 

------------------------------------------------------------------------------- 
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