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本节内容

算法

效率的度量
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知识总览
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如何评估算法时间开销？

让算法先运行，事后统计运行时间？

存在什么问题？
• 和机器性能有关，如：超级计算机 v.s.单片机
• 和编程语言有关，越高级的语言执行效率越低
• 和编译程序产生的机器指令质量有关
• 有些算法是不能事后再统计的，如：导弹控制算法

能否排除与算法本
身无关的外界因素

能否事先估计？

算法时间复杂度

事前预估算法时间开销T(n)与问题规模 n的关系（T表示“time”）
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算法的时间复杂度

用算法表白——“爱你n遍”
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算法的时间复杂度

①
②
③
④

⑤

语句频度：
① ——1次
② ——3001次
③④ ——3000次
⑤ ——1次

T(3000) = 1 + 3001 + 2*3000 + 1
时间开销与问题规模 n的关系：

T(n)=3n+3

问题1：是否可以忽略表达式
某些部分？

问题2：如果有好几千行代码，
按这种方法需要一行一行数？

5
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算法的时间复杂度

时间开销与问题规模 n的关系：

T1(n)=3n+3

T2(n)=n2+3n+1000

T3(n)=n3 + n2 +9999999

问题1：是否可以忽略表达式
某些部分？

当问题规模 n足够大时…

若 n=3000，则

3n = 9000 V.S. T1(n)= 9003
n2 = 9,000,000 V.S. T2(n)= 9,010,000
n3 = 27,000,000,000 V.S. T3(n)= 27,018,999,999

当 n=3000 时，9999n = 29,997,000 远小于 n3 = 27,018,999,999
当 n=1000000时，9999n = 9,999,000,000 远小于 n2 = 1,000,000,000,000

结论1：可以只考虑阶数高的部分

结论2：问题规模足够大时，
常数项系数也可以忽略

T1(n) = O(n)
T2(n) = O(n2)
T3(n) = O(n3)

简化
大O表示“同阶”，同等
数量级。即：当 nà∞时，
二者之比为常数

全称：渐进时间复杂度
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算法的时间复杂度

时间开销与问题规模 n的关系：

T1(n)=3n+3

T2(n)=n2+3n+1000

T3(n)=n3 + n2 +9999999

问题1：是否可以忽略表达式
某些部分？

当问题规模 n足够大时…

T1(n) = O(n)
T2(n) = O(n2)
T3(n) = O(n3)

简化

多项相加，只保留最高阶的项，且系数变为1
a）加法规则
T(n) = T1(n) + T2(n) = O(f(n)) + O(g(n)) = O(max(f(n), g(n)))

b）乘法规则
T(n) = T1(n)×T2(n) = O(f(n))×O(g(n)) = O(f(n)×g(n))
Eg：T3(n)= n3 + n2 log2n

= O(n3) + O(n2 log2n)
=？？？

多项相乘，都保留

7
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算法的时间复杂度

O(1) < O(log2n) < O(n) < O(nlog2n) < O(n2) < O(n3) < O(2n) < O(n!) < O(nn)

lim
!→#

log2n
n
洛必达

lim
!→#

1
n𝑙𝑛2 = 0 当 nà∞时，n比 log2n

变大的速度快很多

问题：两个算法的时间复杂度分别如下，哪个的阶数更高（时间复杂度更高）？
T1(n) = O(n)
T2(n) = O(log2n)

lim
!→#

n2

2n

洛必达
lim
!→#

2n
2n𝑙𝑛2

洛必达
lim
!→#

2
2n𝑙𝑛22 = 0 当 nà∞时， 2n 比 n2

变大的速度快很多

Eg：T3(n)= n3 + n2 log2n
= O(n3) + O(n2 log2n)
= O(n2n) + O(n2 log2n)
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算法的时间复杂度

y = n2

y=n

y=log2n

y = 2n

y = 1

y = n!

常对幂指阶

a）加法规则
T(n) = T1(n) + T2(n) = O(f(n)) + O(g(n)) = O(max(f(n), g(n)))

b）乘法规则
T(n) = T1(n)×T2(n) = O(f(n))×O(g(n)) = O(f(n)×g(n))

只保留更高阶的项
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算法的时间复杂度

①
②
③
④

⑤

语句频度：
① ——1次
② ——3001次
③④ ——3000次
⑤ ——1次

T(3000) = 1 + 3001 + 2*3000 + 1
时间开销与问题规模 n的关系：

T(n) = 3n+3 = O(n)

问题1：是否可以忽略表达式
某些部分？

问题2：如果有好几千行代码，
按这种方法需要一行一行数？

只考虑阶数，用大O记法表示

10
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算法的时间复杂度

①
②
③
④

⑤

语句频度：
① ——1次
② ——3001次
③④ ——3000次
⑤ ——1次

T(3000) = 1 + 3001 + 2*3000 + 1
时间开销与问题规模 n的关系：

T(n) = 3n+3 = O(n)

此处插入1000行顺序执行的代码

T(3000) = 1000 + 1 + 3001 + 2*3000 + 1
时间开销与问题规模 n的关系：

T(n) = 3n+1003 = O(n)

结论1：顺序执行的代码只会
影响常数项，可以忽略

结论2：只需挑循环中的一个
基本操作分析它的执行次数
与 n的关系即可

11
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算法的时间复杂度

嵌套两层循环

时间开销与问题规模 n的关系：

T(n) = O(n) + O(n2) = O(n2)

外层循环执行n次

内层循环共执行n2次

结论1：顺序执行的代码只会
影响常数项，可以忽略

结论2：只需挑循环中的一个
基本操作分析它的执行次数
与 n的关系即可

结论3：如果有多层嵌套循环，
只需关注最深层循环循环了几次
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算法的时间复杂度

①
②
③
④

⑤

语句频度：
① ——1次
② ——3001次
③④ ——3000次
⑤ ——1次

T(3000) = 1 + 3001 + 2*3000 + 1
时间开销与问题规模 n的关系：

T(n) = 3n+3 = O(n)

问题1：是否可以忽略表达式
某些部分？

问题2：如果有好几千行代码，
按这种方法需要一行一行数？

只考虑阶数，用大O记法表示

只需考虑最深层循环的循环
次数与 n的关系

13
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小练习1

计算上述算法的时间复杂度 T(n)：
设最深层循环的语句频度（总共循环的次数）为 x，则
由循环条件可知，循环结束时刚好满足 2x > n
x = log2n + 1

T(n) = O(x) = O(log2n)
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小练习2

计算上述算法的时间复杂度 T(n)

最好情况：元素n在第一个位置 ——最好时间复杂度 T(n)=O(1)
最坏情况：元素n在最后一个位置 ——最坏时间复杂度 T(n)=O(n)
平均情况：假设元素n在任意一个位置的概率相同为 $

! ——平均时间复杂度 T(n)=O(n)

循环次数 x = (1+2+3+…+n) !
"

= ("(!$")
&

)!
"

= $%!
& T(n)=O(x)=O(n)

很多算法执行时间与
输入的数据有关

15
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最坏时间复杂度：最坏情况下算法的时间复杂度

平均时间复杂度：所有输入示例等概率出现的情况下，算法的期望运行时间

最好时间复杂度：最好情况下算法的时间复杂度

算法的时间复杂度
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知识回顾与重要考点

小故事：算法的性能问题只有在 n很大时才会暴露出来。

17

18

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C

中
国
大
学
M
OO
C


