
函数与极限

函数

性质

有界性

单调性

奇偶性

周期性

连续性 设函数f(x)和g(x)在某点连续，则它们的和、差、积、商都在该点连续

闭区间上连续函数的性质

有界性与最大值和最小值定理

零点定理�

介值定理�

极限

定义�
函数极限

数列极限

性质�

唯一性 极限若存在，必唯一

局部有界性

局部保号性

运算�

无穷小

有限个无穷小之和是无穷小

有界函数与无穷小的乘积是无穷小

无穷小的比较

运算步骤

函数极限

①化简先行:等价替换（常用的有sinx~x,ln(1+x)~x,1-cosx~1/2x^2
，e^x-1~x,tanx~x,(1+x)^α-1~αx等）、恒等变形、抓大头）�

②7种未定式

∞-∞

①有分母，通分；没有分母，创造分母

②有根号，有理化

③有对数ln出现，都取ln

④无以上，倒代换
0 0, 0 ,1∞∞ ( ) ( ) ln ( )( )V x V x U xU x e=

0 , , 0
0

∞ ∞ ⋅
∞

00, 1 1
0

∞∞ ⋅

∞

见到 化为 或

③使用工具
洛必达法则

泰勒公式

数列极限

通项已知且易于连续化→归结原则（转化成函数极限）

通项已知不易于连续化→夹逼准则（满足定积分定义转化成定积分）

通项由递推式给出→单调有界准则（单调↑或单调↓并有界，则收敛）

应用�
连续与间断

连续�
0

0 0lim ( ) ( ), ( )
x x

f x f x f x x x  
→

= =若 则称 在 处连续

间断�
0

0 0
lim ( ); lim ( ); ( )
x x

f x f x f x
+ −→ →

① ② ③ 第一类①②均存在
可去：①=②≠③

跳跃：①≠②

第二类①②至少有一个不存在（无穷和振荡）

常考：无定义点一定是间断点；分段点可能是间断点

渐近线 水平、铅直、斜渐近线

函数与极限

导数与微分

导数

定义
0

0
0

00

0
00

)()()(  )()()(   )(  limlim
0

xx
xfxfxf

x
xfxxfxfxxfy

xxx −
−=′

Δ
−Δ+=′=

→→Δ
或处可导，可以写成在函数

单侧导数
左导数�

右导数�

几何意义 0 0 0( ) ( ) ( , ( ))f x y f x  x f x  ′ =导数 表示曲线 在点 处的切线的斜率

函数可导性与连续性的关系 函数在某点处可导必连续，连续不一定可导

运算

求导法则

函数（和、差、积、商）

和、差 [ ]( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x′ ′ ′± = ±

积 [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x′ ′ ′= +

商
[ ]2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) 0
( ) ( )

u x u x v x u x v x v x
v x v x

′ ′ ′  −= ≠ 
 

反函数
一阶导数

二阶导数

复合函数 [ ]{ } [ ]( ) ( ) ( )f g x f g x g x′ ′ ′=

参数方程
一阶导数

二阶导数

隐函数
( ) ( , ) 0

( , ) 0
y y x F x y

F x y x  
y

= =
=

′

设 函 数 由 方 程 确 定
① 两 边 对 自 变 量 求 导
② 解 方 程 求 得

特殊的求导方法
多项相乘、除、开方、乘方→对数求导法

幂指函数→对数求导法&幂指函数求导法

高阶导数
和、差 [ ]( ) ( ) ( )n n nu v u v± = ±

积 莱布尼茨公式

微分

定义

几何意义

运算
函数和、差、积、商的微分法则

和、差 [ ]( ) ( ) ( ) ( )d u x v x du x dv x± = ±

积 [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d u x v x u x dv x v x du x= +

商 [ ] 0)(,
)(

)()()()(
)(
)(

2 ≠−=






 xv
xv

xdvxuxduxv
xv
xud

复合函数的微分法则 [ ]{ } [ ]( ) ( ) ( )d f g x f g x g x dx′ ′=

导数与微分

将泰勒公式在x=0处展开，则
转化为麦克劳林公式

微分中值定理
与导数的应用

微分中值定理

费马引理

罗尔定理

拉格朗日中值定理

柯西中值定理

泰勒公式
带拉格朗日余项（常用于证明）

带佩亚诺余项（常用于计算）

导数的应用

函数的单调性
单调增加 ( ) 0f x′ >
单调减少 ( ) 0f x′ <

曲线的凹凸性

定义
图形是凹的

图形是凸的

判定定理
图形是凹的 ( ) 0f x′′ >
图形是凸的 ( ) 0f x′′ <

曲线的拐点

定义 曲线凹凸性发生变化的点

必要条件 0 0( ) , ( ) 0f x x  f x′′ =若 在 处二阶可导且取得拐点 则

充分条件

第一充分条件

第二充分条件

第三充分条件

函数的极值与最值
极值

必要条件 0 0( ) , ( ) 0f x x  f x′ =若 在 处可导且取得极值 则

充分条件

第一充分条件

第二充分条件

第三充分条件

最值 求f(x)在闭区间[a,b]上的最值

曲率(数学三不考)

曲率公式
( )[ ]2321 y

y
k

′+

′′
=

曲率半径公式 ( )[ ] ( )011 2
3

2

≠′′
′′
′+== y

y
y

k
R

曲率圆表达式

微分中值定理
与导数的应用

不定积分

原函数

定义

原函数存在定理

1)连续函数必有原函数

2)含跳跃、可去、无穷间断点的f(x)在此区间无原函数

3)含振荡间断点的f(x)在此区间可能有也可能没有原函数

不定积分

定义

记作  += CxFdxxf )()(

性质 [ ]
为非零常数

的原函数存在，及设函数

kdxxfkdxxkf

dxxgdxxfdxxgxf

xgxf

,)()()2(

)()()()()1(

)()(

 
 

=

+=+

积分法

换元积分法

第一类换元法（凑微分法）

第二类换元法

基本思想

类型

三角代换

恒等变形后的三角代换

根式代换 t=*,令当被积函数有根式时

倒代换 t
x 1=令

复杂函数代换

分部积分法  −= vduuvudv 容易积出要比要容易求得；注：  udvvduv )2()1(

有理函数积分法
定义

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 次多项式次多项式和的分别是、有理函数的积分： mnxxQxPmndx
xQ
xP

mn
m

n ,<

方法 ) ) 之和拆成若干最简有理分式把因式分解；将
)(
)(2)(1
xQ
xPxQ

m

n
m

不定积分

定积分

定积分

实际意义
曲边梯形的面积

变速直线运动的路程

精确定义 ( ) 
=∞→

−






 −+=

n

in

b

a n
abi

n
abafdxxf

1

lim

定积分的存在性(一元函数的可积性)
存在的充分条件

存在的必要条件 可积函数必有界

性质 区间长度、线性性、可加性、保号性

计算

牛顿-莱布尼茨公式

定积分的换元积分法 ( )[ ] ( )dtttfdxxf
tx

ba

b

a
ϕϕ

β

α

ϕ

βϕαϕ
′= 

=

==

)(

)(,)(
)(

令

有

定积分的分部积分法  ′−=′
b

a

b

a
dxxuxv

a
b

xvxudxxvxu )()()()()()(

定理
积分估值定理

积分中值定理

变限积分

类型

变上限积分

变下限积分

上下限都变的积分

性质�

求导公式 [ ] [ ] )()()()()(,)()( 1122

)(

)(

2

1

xxfxxfxFdttfxF
x

x
ϕϕϕϕ

ϕ

ϕ
′−′=′=  则设

反常积分

无穷限的反常积分

定义 
+∞

∞−∞

+∞
dxxfdxxfdxxf

b

a
)()()(

,-,

审敛法

收敛原则

比较收敛原理

比较审敛法1

极限审敛法1

绝对收敛

无界函数的反常积分

定义
)()()()(

)()(

为瑕点点

为瑕点为瑕点或点点

cdxxfdxxfdxxf

badxxf
b

c

c

a

b

a

b

a




+=

审敛法
比较审敛法2

极限审敛法2

定积分

定积分的应用

定积分在几何学上的应用

平面图形的面积
直角坐标

极坐标

体积
旋转体的体积

绕x轴转

绕y轴转

平行截面面积为已知的立体的体积
（仅数一数二）

平面曲线的弧长
（仅数一数二）

直角坐标

参数式

极坐标

用定积分计算函数的平均值

定积分在物理学上的应用（数学三不考）

变力沿直线所做的功

抽水做功

水压力

引力

定积分的应用
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微分方程

基本概念

微分方程 表示未知函数、未知函数的导数与自变量之间的关系的方程

微分方程的阶 微分方程中所出现的未知函数的最高阶导数的阶数

微分方程的通解 微分方程的解中含有任意常数，且该任意常数的个数等于微分方程的阶数

微分方程的特解 不含任意常数的解

一阶微分方程

可分离变量的微分方程 形式的方程能写成 )()( ygxf
dx
dy = 解法

齐次方程 的方程或者形如 )()(
y
x

dy
dx

x
y

dx
dy ϕϕ == 解法

一阶线性微分方程 的方程形如 )()( xqyxpy =+′ 解法

伯努利方程（仅数一） 的方程形如 )1,0()()( ≠=+′ nyxqyxpy n 解法

可降阶的二阶微分方程（仅数一数二）

型),( yxfy ′=′′ 解法

型),( yyfy ′=′′ 解法

高阶线性微分方程

二阶常系数齐次线性微分方程 的通解求 0=+′+′′ qyypy 解法

二阶常系数非齐次线性微分方程

的通解求 )(xfqyypy =+′+′′ ∗+= 非齐特解齐通解非齐通解 yyy
_

的特解求 x
n exPqyypy α)(=+′+′′ 解法

[ ]的特解求 xxPxxPeqyypy nm
x ββα sin)(cos)( +=+′+′′ 解法

n阶常系数齐次线性微分方程 的通解求 01
)1(

1
)( =+′+++ −

− ypypypy nn
nn  解法

欧拉方程（数学一考点） 的方程形如 )(2

2
2 xfqy

dx
dypx

dx
ydx =++ 解法

微分方程

向量代数与
空间解析几何

（数学一考点）

向量代数

向量的定义 既有大小又有方向的量

向量的相等 大小相等，方向相同

向量的运算

数量积

向量积

混合积

向量的方向角和方向余弦

平面及其方程

平面的点法式方程

平面的一般方程

平面的截距式方程

两平面的夹角 



∈⋅=

2
,0,arccos

21

21 πθθ
nn
nn

空间直线及其方程

空间直线的一般方程

空间直线的点向式方程（对称式方程）

空间直线的参数方程

空间直线的两点式方程

两直线的夹角 



∈⋅=

2
,0,arccos

21

21 πθθ
ii
ii

直线与平面的夹角 



∈⋅=

2
,0,arcsin πθθ

ni
ni

空间曲线及其方程

空间曲线的一般方程




=
=
0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

空间曲线的参数方程 [ ]βα
ω
ψ
ϕ

,,
)(
)(
)(

∈








=
=
=

t
tz
ty
tx

空间曲线在坐标面上的投影

曲面及其方程 二次曲面

定义 0),,( =zyxF

类型

椭圆锥面 2
2

2

2

2

z
b
y

a
x =+

椭球面 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

双曲面
单叶双曲面 12

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x

双叶双曲面 1-- 2

2

2

2

2

2

=
c
z

b
y

a
x

抛物面
椭圆抛物面 z

b
y

a
x =+ 2

2

2

2

双曲抛物面 z
b
y

a
x =− 2

2

2

2

柱面

定义 动直线沿定曲线平行移动所形成的曲面

类型

椭圆柱面 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

双曲柱面 1- 2

2

2

2

=
b
y

a
x

抛物柱面 2axy =
旋转曲面 曲线绕一条定直线旋转一周所形成的曲面

向量代数与
空间解析几何

（数学一考点）

多元函数微分法及其应用

多元函数微分法

函数的连续性 处连续在点则称若 ),(),(),,(),(lim 0000

0
0

yxyxfyxfyxf
yy
xx

=
→
→

偏导数 存在的偏导数存在处对在点
x

yxfyxxfxyxyxfz
x Δ

−Δ+
⇔=

→Δ

),(),(
lim),(),( 0000

000

二阶偏导数

可微

定义

判断是否可微

必要条件 函数在某点处可微，则函数在该点处连续且偏导数存在
充分条件 函数的偏导数在该点处连续，则函数在该点处可微

多元函数求导法则
链式求导法则

隐函数存在定理

多元函数的极值与最值

求极值
求无条件极值

求条件极值 拉格朗日乘数法

求最值 求某区域D上的最值

(1)求出函数在区域D内可疑点的函数值

(2)求出函数在D的边界上的最值

(3)比较所有得到的函数值，最大的为最大
值，最小的为最小值

多元函数微分学的几何应用
（数学一考点）

空间曲线的切线与法平面
空间曲线由参数方程给出

空间曲线由交面式方程给出

空间曲面的切平面与法线
空间曲面由F(x,y,z)=0给出

空间曲面由z=f(x,y)给出

方向导数与梯度

方向导数
定义

计算公式

梯度

两者关系
函数在某点的梯度，它的方向与取得最
大方向导数的方向一致，它的模为方向
导数的最大值

多元函数微分法及其应用
重积分

二重积分

对称性
普通对称性

轮换对称性

计算

坐标系

直角坐标系

极坐标系

两种坐标系相互转化 为桥梁以




=
=

θ
θ

sin
cos
ry
rx

积分换序
直角坐标系下的积分换序

极坐标系下的积分换序

三重积分（数学一考点）

对称性
普通对称性

轮换对称性

计算
坐标系

直角坐标系
先一后二

先二后一

柱面坐标系

球面坐标系

特别技巧 形心公式的逆用 
Ω

−−

Ω

⋅=⋅= dvxVxxdv

重积分的应用（数学一考点）

曲面的面积

质心

转动惯量

引力

重积分

曲线积分
与曲面积分

（数学一考点）

曲线积分

对弧长的曲线积分

基础性计算方法� 化为定积分
空间情况

平面情况

技术性计算方法�

边界方程代入函数

对称性（普通和轮换） 类似于三重积分的对称性

形心公式的逆用 
Γ

−

Γ

⋅= dsxxds

对坐标的曲线积分

对称性

平面曲线的计算

直接计算法（注意方向）

格林公式法
使用条件

围成区域D的曲线L是封闭曲线

上连续在D
x
Q

y
pyxQyxP

∂
∂

∂
∂ ,),,(),,(

公式

平面曲线积分与
路径无关理论

6个条件

(1)

(2) , 0

(3) ,

(4) ( , ), ( , ) ,
(5) ( , ) ( , )
(6) 0

L

L

P Q D
y x

D L Pdx Qdy

Pdx Qdy D L 

u x y Pdx Qdy u x y du Pdx Qdy
gradu P x y i Q x y j
Pdx Qdy

∂ ∂=
∂ ∂

+ =

+

+ = +
= +

+ =






在 内处处成立

内任意分段光滑闭曲线

在 内与路径无关 只与 的起点和终点有关

存在 使 是 的全微分 即

为全微分方程

成立上连续。则上述在是平面有界区域；若满足： )6(~)2(, DQPD

均成立上连续。则上述在是单连通区域；若满足： )6(~)1(,,, D
x
Q

y
PQPD

∂
∂

∂
∂

空间曲线的计算 斯托克斯公式

散度与旋度
散度

旋度

曲面积分

对面积的曲面积分

基础性计算方法� 化为二重积分

技术性计算方法�

边界方程代入函数

对称性（普通和轮换） 类似于三重积分的对称性

形心公式的逆用 


⋅=


−
dSxxdS

对坐标的曲面积分

对称性

计算

直接计算法 化为二重积分

高斯公式法
使用条件

是封闭曲面的曲面围成空间区域 ΣΩ

上连续在Ω
∂
∂

∂
∂

∂
∂

z
R

y
Q

x
PRQP ,,,,,,

公式两类曲面积分的关系

转换坐标变量法

曲线积分
与曲面积分

（数学一考点）

无穷级数
（数学二不考）

基本性质

收敛均收敛 )(,
111


∞

=

∞

=

∞

=

+
n

nn
n

n
n

n bvauvu

收敛项后余项任意收敛 
∞

+=

∞

=

⇔
11 mn
n

n
n umu

0lim
1
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展开与求和

利用好常见的幂级数展开式

运用好积分与求导

先导后积时注意常数的选取

傅里叶级数（数学一考点）
狄利克雷收敛定理

傅氏展开

无穷级数
（数学二不考）
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